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1. UVODNI POJMOVI DISKRETNE MATEMATIKE

Ubrzani razvoj réunarske tehnike zadnjih decenija, zahtevao je kweatan matematki aparat.
Diskretna matematika je matematik&uaarskih nauka.

Konanost memorije ré&unara icinjenica da su kanari masine koje rade sa diskretnim
vrednostima, uslovljava potrebu reSavanja velikagjaoproblema na koaim ili mnogo ree
na beskon&nim, ali prebrojivim skupovima.

Doba r&unara dovelo je do sinteze raznih delova diskraetagematike, kao Sto je matentaa
logika sa algebrom i nizom novih matendkiin oblasti kao Sto je napr. teorija grafova,
kombinatorika, teorija kodova.

Ratunarska tehnika danas, za svoje potrebe zahtekmethia matematiku.

Osim u r&unarskim naukama diskretna matematika ima velikogaa i u mnogim drugim
nawnim disciplinama, napr u telekomunikacijama, heneikkonomskim naukama i td.

Ova matematka discilina pre kompjuterskog doba nije bila atiraia.

1.1 NEKI ZNACI LOGI CKIH OPERACIJA |
KVANTIFIKATORI

Osnovno sredstvo za sporazumevanjduripidima je jezik. Matematki jezik je najvisi
oblik nawtnog jezika. Naime , matematici je potreban jeziknpéu koga se izrazavamo bez
dvosmislenosti i nedogenosti. Osnovu matemékiog jezikacine matematki izrazi.

» Konstante su veltine kojima se vrednost ne menja,an,B% A 21

= Promenljive su simboli koji mogu predstavljati bilo koji elemtdz datog skupa, npr.
X, y,aba,[L
= Operacijski znaci
- Algebarske operacije+,-,*,/ .
- Logic¢ke operacuje [, [, =, = ,—,
- skupovne operacijeU, | ,\,X L
» Relacijski znaci p: =,#,<,>,<,2,07,...
= Specijalni znaci: (,).[)] {} .00.L
= Kvantifikatori:

- Univerzalni kvantifikator. O, (LIx ¢ita se za svakk)
- Egzistencujalni kvantifikator: O, ([x cita se postoji bar jedar).

» Matemati¢ke formule su ré€enice koje se dobiju povezivanjem dva matetkatizraza
nekim od relacijskih simbola, nps,#,<,>,<,2,0T,...
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Izrazi sadrze konstante, promenljive i operacijske znake:

Primer: X+5 je izraz. Izrazi u oldhom jeziku su r&.

Formule moraju da sadrZe relacijski znak.

Primer. x+3=9 je formula. Formule su u alsiom jeziku réenice.

1.2 OSNOVNI POJMOVI MATEMATI CKE LOGIKE

Iskazi su formule koje imaju smisla i za koje se nedvasemio i jednoznao moze
utvrditi da li su téne ili net&ne. Iskazi se obelezavaju malim slovipagq, r,...... [

nazivajuiskazna slova
iskaz

iskaz

je tacan
je netaan

1L p

Istinitosna vrednost iskaza jg p) = {O )

Umestol i O, koriste se i oznak& i . Simbolel i O ne treba shvatati kao brojete O.
Primer: Refenicap: 3-1= 2 je iskaz i ima ténu istinitosnu vrednost; ( p) =1.

Primer: Refenica3-1=-2 je iskaz i ima netau istinitosnu vrednost;( p) =0.

Primer: Resenica x’ = 4 nije iskaz jer nema &au istinitosnu vrednost. Za neke vrednosti
promenljive X, tj za X =%2 formula je t&na, a za sve ostale je n&ia.

Osnovne logike operacije su, [l,=, = ,—, koje se nazivaju redom:

Konjukcija 0 (I ,AND) je iskaz u oznacp g (¢itamo piq) koji je istinit akko su

oba iskazap i q istinita.

Disjunkcija U(ili, OR) je iskaz u oznacp L q koji je istinit akko je bar jedan od

iskaza istinit, a neistinit samo ako su oba iskaaatinita.

Implikacija = (ako onda) je netan samo akko je iskag tacan aq net&an

Ekvivalencija < (akoismo ako) je iskaz koji jedan samo akko iskazp i g imaju
iste istinitosne vrednosti.

Negacija - (ne) je neistinit kada jg istinito i obrnuto..

Istinitosna vrednostlogickih operacija data je sleélem tablicom.

r(p) r(a) r(pOq) | 7(p0q) | 7(p=aq) | 7(p=q) | 7(-p)
1 1 1 1 1 1 0
1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 1 1
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Primer: Formule su(p:> q) Op pdgdr, = r:( pe Q

Istinitosna vrednost u tablici je u saglasnosssakodnevnom logikom. Jedino kod implikacije
naizgled naloginost vidimo u sltaju kada jer( p) =0. Implikacija je tada t&na bez obzira na

vrednost iskaznog slova.

» Iskazna formula koja je uvekd@a naziva séautologija.
Ove formule u almiom jeziku zamenjuju zakone.

» Izkazne formule u kojima se pojvljuju samo opemcij [, - , pri¢emu - deluje
samo na iskazna slova, imaju jednu zanimljivu prtetaciju koja se koristi u tehnici i
nazivaprekidacka algebra.

» |skazna slova se tretiraju kaormalno otvoreni prekidaéi, a njihovanegacija kao

normalno zatvoreni prekidaci. Ako iskazno slovo ima vrednostsmatra se da je
prekid& zatvoren, tj. da provodi struju, a da je ga 0 otvoren.

P P
. —/.7 e

Formula se tretira kao mreza sa dva kraja sastevie prekid&a koji su povezani paralelno ili
serijski.Tautologijama odgovaraju mreze koje uvekvpde struju.

Primer: Formuli pO(qOr) odgovara mreza
/]
-
/!
- |
I
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ZADACI:
1. Odrediti istinitosnu vrednost sleglk izraza:

(1<2)0(2< 9, (OxOR) (x+3<10), (XOR) (x+3<10), (xOR) (¥ =1)
F;F(Siejjzta):m(2< 5)=TOT=T 7((OxOR) (x+3<10)=0

r((xOR) (x+3<10))=T r((xaR) (#=1))=T

oo (1 1) (1 n1h_10, _1 1(1 1 37
2. Datisuiskazip=s|=-=|;|=-=|=—=iq==-=:|=-—=|=-—,
2 34 5 3 2 314 5 6

q

(1 1)1 1 21 11 1 2
rs|———|i———=7,S=———1———=—
2 3) 4 5 2 3 5 5

Odrediti njihovu ténost i na osnovu toga odrediti istinitosnu vredrebsti€ih izkaza:

L b
o

(p0q)Or, (p0q)0(rOs), (pOd)=(r0-s), (pO-q) = (rOs)
ReSenje:
r(p)=T,7(q)=T,7(r)=0,7(9=0

3. Datisu iskazip5(4x4y3)3:(2x2))5:2)53?, q5(3x“yz)2:(3>?))2:3xy‘,
re(2x-y)(2x+y)=4X - ¥ i s=(x-2y)" = £ +4xy 4y,

Odrediti njihovu ténost i na osnovu toga odrediti istinitosnu vredrebsti€ih izkaza:
(pOq)Or, (pOa)O(rds), (pOag)=(rO=9), (pO-q) = (rOs)

Re3enje: r(p)=0,7(q)=0,7(r)=T,7(s =0

4. lIspitati da li su iskazne formule tautologije:

8
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~(pO0q) = (-p0-q, ~(pOg) = (-p0-q),(p=a) = ~p, (POpP) = P

ReSenje:

r(p) | 7(p) | 7(=p) | 7(~a) | z(pOq) | 7(~(pDOd)) | z(~pO-q) | F
T T ] O] T O] ] T
T U | T | T T T
O] T T O] ] T T T
O] O] T T ] T T T

-(pOq) = (= pO- g je tautologija ; (p = d) = = pjetaut,(pOp) = pje taut.
5. Dokazati da su slede formule tautologije

(pOq) = (9O p) zakon komutacije; = (pOq) = (- pO- g De Morganov zakon
(pOp) = p zakon idenpotencije; ——p = p zakon dvojne negacije
(pOqg)O( pOr) = pO(gOr) zakon distribucije.

6. Formuli (pOq)O( pOr) odgovara mreza

L

S

1.3 SKUPOVI | RELACIJE

« Kao Stonapitanje“Staje broj?”, takoni napitanje“Staje skup?”nemozemo
takolako datiodgovor.Naime,obicno kazemodaje pojamskupajedanod osnovnih
pojmovau matematicionih koji senedefinisu.

» SKUP predstavljaolekciju
(mnostvo)odreienihi jasno i |:|

definisanihobjekata.

Objektikoji ¢ine skup,ili koji pripadajuskupuiili LA G
koji su sadrzanii skupu,nazivajuse njegovi

ELEMENTI, ili njegoviclanovi.

Stika 1 Flementi skuna
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» Skupoviseoznaavajuvelikim slovimaA, B, C, X, Y, ..., aelementiskupa malima, b, c, X,
Y, e

Znanjao skupovimasticemoposrednoupoznajéi najpreneke relacije
(0,=0)i
operacije( n, [1,,\, A, X ) saskupovima.

o “[0" je skratenicazaiskaze
“ je element, ili A
“ pripada’, ili L 4
“ sadrzarje .

x OA : (element) x pripada( skupu) A
y OA: (element)y nepripada( skupu) A ili - (yOA)

Predstavljanje skupova

* Nabrajanjenelemenata, X{2,7,-11,21}
» Opisomosobine P koju elementix zadovoljavaju
* Venovimdijagramom

Primer: X ={ x|xON A x<9}

Kodiranaskracenica
A={xUOP|p(x)}
seprevodinasledei n&in:

kod zna‘enje

A skup

= Je

{} skupkoji sadrZi
xP sveelementex iz P

| takvedaje

p(X) uslov p(x) zadovoljen

Primeri:
¢ Z jeskupcelihbrojeva {-2,2}={x02z |x2 =4}

¢ N jeskupprirodnihbrojeva {1,2,3} ={ xON|x<4}

* Prazanskup—nemaelemenata, oznaka: O={}
10
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Jednakost skupova

e Skupovi A i B sujednakiakoje svakielementskupa A takaiei element skupaB i svaki
elementskupa B takodei elementskupa A .

A =B akko(Ox)(xOA < x[OB)

» JednakosskupovaA i B ozna&avase A =B
» Ako skupovi A i B nisujednaki,piSese A£B.

Primeri:1){ 5,1} ={ 1,5} Elementiskupamogubiti navedeni
proizvoljnim redom.

21 5,1} ={5,1,1} 1i1lnisurazliciti —to je isti element
3)0 #{0}; {}={0}

B

B={x|xON A x<4}
Podskup

A OB akko(Ox)(xOA —x[B) relacijainkluzije

e Skup A je podskupskupa B ( skup A je sadrzaru skupu B, oznakazato je A 1B ili B
[1A ) akoje svakielementskupa A takadie elementskupaB.

B
o

A

* Akoje ADB i A#B,skup A je pravi podskupskupaB.

11
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B
L

A

» Prazanskupje podskupsvakogskupa. npr:  { x|x#x} =01

Primer: {1,5}0{1,23,4,5}

« AOA; AUBLBUOA=A=B; AOBABOC=AUC
* Partitivni skup skupa A

(tj. skupsvih podskupovakupa A ) uoznaci P(A) , ¢ebiti { X X OA}

Primer: OdreditisvepartitivneskupovesledeegskupaC ={ a, b, c}
ResSenje:P(C)={ 1, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, C}.

* Univerzalni skup

* | je skupkoji sadrZisveelementekoji seposmatraju.
o Zasvakiskup A je AI.

Osnovne skupovne operacije

« Presek skupovA i B jeskup
AnB={x|xOA AXxOB}

12
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xOANB < xOA AXOB

Primer: A={1,a,2,b}; B={1d4as,q};
AnB={1a}

* Unija skupovaA i B je skup
AOB={x|xOA V xOB}

xUAUOB < xUOA V xUB

Primer:

A={1a2,b}
B={1,d,a,s,q}
AOB={1,a2,b,d,s,q}

« Komplement skupa A

Nekaje A podskupnekogskupasS.
Sa Cg(A) (ili samoA' akoje skup S unapreddogovoren)
oznai¢emo komplementskupa A uodnosuna S.

13
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Cs(A) =A'={x|xOSAxOA}
XOA < = (xOA)

* Razlika skupovéA i B jeskup A\ B

A\B={xOA A xOB}
XOA\B < xOA A= (xOB)
primetujemodaje
Cs(A) =S\ A

Primer. A={1,a,2,b}, B={1,d,a,s,q}
A\B={2,b}

» Simetrna razlika skupovaA i B je skup

AAB={x|xOA [¥ xOB}
XxXOAAB <= x[OA E xOB

14
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AAB={x|xOAAxOB}O{x|xOB A xOA}
(AOB)\(AnB)=AAB

Primenom TAUTOLOGIJAjednostavnsedokazujuizvesnerelacijesa skupovima.
Pomenimanekenajvaznije:
T: ZaskupoveA, B i C vazi:
1° AOA=A; A n A=A zakonidempotencije

2 AOB=BLOA,; A n B=B n A zakonkomutacije
3 AO(BOC)=(AOB)OCANn(BnC)=(AnB)n C zakonasocijacije

42 An(BOC)=(AnB)O(ANnC)AO(BnC)=
(AOB)n (AOC) zakondistribucije

5 (AnB)Y=A'OB (AOB)=ANB
8 AnA=0

77 A\O=A , O\=O, An O =00,
AODO=AAAA=L

8 AAB=BAA AA(BAC)=(AAB)AC
9 AO(AnB)=A An (A B)=A zakon apsorpcije
10° (AC )C =A zakondvojnenegacije

Dokaz: Radiilustracijedokazgemoprvo odtvrdenjal®, drugood tvrdenja
4° i prvo odtvrdenja8°. Preostaldvrdenjadokazuju seaslicann&in.

(i)ADOA=A, xOAOA = xOA VXOA <= xOA;

(i)AD(BnC)
15
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xOAO(BnC) « xOAVXxO(BnC) —
XOA V (xOB AXxOC)—= (xOAVXOB)A(xOA V xOC) =
= XxOAOBAXOAOC—= xO(AOB)n(AOC)

(i) xOAAB — xDOA V] xOB
— xOB[¥ xOA
— XLUBAA

Znacajna algebarska svojstva relacija i operacija theskupovima

* Refleksivnostjednakosti inkluzije
A=A i AUOA

» Simetri¢nostjednakosti
Ako A=B,onda B=A

 Antisimetri ¢nostinkluzije
AOB i BOA akko A=B

 Tranzitivnost jednakosti inkluzije
Ako A=B 1 B=C,onda A =C Ako
AOB i BOC,onda AQOC

» De Morganovi zakoni :
(1) AN\N(BOC)=(A\B)n(A\C)
(2) AN(BnC)=(A\B)O(A\C)

(3) (AOB)*=ACnBC

(4)y (AnB)=AC0OBC

Dekartov proizvod

* Uredenipar, ¢ija je prvakomponentaa, adruga b, obeleZzavaesa (a, b) Uredeniparovi

(a,b) 1 (c,d) jednakisuakoi samoakoje
a=ci b=d.
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——————— +-—-----—% P4,2)

51. Uredeni par

Uredena n-torka seozna&avasa ( a1, a2, ... , an ), ajednakosuredenih

n-torki elemenatalefinisange sa:
(a1,a2,...,an)=(b1,b2,... ,bn) = a1 =b1 ANazg=b2 A...N an =bnp

* Dekartovproizvod skupovaA i B,AxB={(x,y)[xOA A yOB}

Primer:  Akoje A={a b} i B={1, 2,3}, ondace biti
AxB={(a1),(a 2),(a 3),(b,1),(b,2),(b,3)}
BxA={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}

Graficki seto mozeovakopredstaviti:

AxB

BxA

(a, 3) (b, 3

(Lby @b [ (G
(g, 2) (h, 2
(a, 1) (h, 13 (Lay |2a]3a
| —— [—
° < o o9 o
“ & 1 2 3

A B

Zakljucak: AxB#BxA

» Dakle,zaDekartovproizvodimamo:
AxB#BxA

17
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» Sdrugestraneyazedistributivnizakoni x preman i [J.

T: 1) Ax(BnC)=(AxB)n (AxC)
2) Ax(BOC)=(AxB)O(AxC)
3) (AnB)xC=(AxC)n (BxC)
4) (AOB)xC=(AxC)O(BxC)

» Dekartovproizvod n skupovaA1, A2, ... ,An je
A1 xA2 xA3 x ... xAp ={( X1, X2, ... , Xn )Ox10A1 Ax2 OA2 A ... Axn OAn }

Dekartoviproizvodi: A xA = A2
AxAxA=A>
Relacije
» Oznakerelacija: 1) zaskupove =,0,0
2) ugeometriji  0O,<, | ,O
3) ualgebri <,>, |
Ovo suprimerirelacijakoje ukazujunaodreieneodnosemedu :
- skupovimg
- geometrijskimfigurama;
- brojevima...

* Relacijenamukazujunaodreieneodnosemeaiu matemaiikim objektima. Prvi bitankorak
odpojma IZRAZA kapojmu ISKAZA ili matematike
formule, pravimouz poma: relacije.

Kako serelacijamozeposmatratkaonekopovezivanjeelemenataekog
skupa A saelementimaskupa B zakoje je vaznodaseznakoji elementi

skupa A suu vezi,u relaciji, sakojim elementimakupaB , to sejednatakva
relacijau potpunostimozezadatinasledei natin: ako xOA i yOB i,

A

N

gl h|wlo
[ I R

s EIEIES

3
T
[
[]

pritomsu x i y udatojrelaciji, ondaureienomparu (x, y) (1 A x B pridruzujemo

18
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vrednost T , aakoto nije slu¢aj, ondaureienomparu (x, y) pridruzujemo’] . Dakle,
relacijazapravarazdvajaoneureieneparove

elemenatakupovaA i B zakojekazemoda jesu, odonihzakoje kazemo
da nisu u toj relaciji. Stogasejednarelacijameiu elementimakupovaA i B

mozezadatii kaopodskupDekartovogproizvoda A x B uredenihparovaonih
elemenat&oji jesu u datojrelaciji.

D: Relacijaje bilo koji podskupDekartovogproizvodaskupova.
Akoje pOAxB i (xy)Odp

kazemalaje x urelaciji p say, StojoSozn&avamosa xpy.

Jednaelacija p , nadkonanim skupomelemenat@&emozZezadati neposrednim
nabrajanjenuredenih parovakoji jesuu toj relaciji pomau

tablice Ako (x,y) O p,tj. ako x py, ondau tablici namestugdesepresecaju
vrstau kojoj senalazi x i kolonau kojoj senalazi y, piSemo T , aukoliko

(x,y) O p, tj. akonije xpy, ondatamopiSemo [].

Primer: Relaciji p={ (1,1),(2,2),(2,1),(1,2),(3,3),(4,4) }
odgovaraslede€atablica

Al w] M RO
ojal ] ] #

o|al )™

ol djalga] v
—|lgojo|jal &

* Mi ¢emosebaviti naje&e binarnim relacijama uskupu A x B , ato je
svakinjegovpodskup.
(a,b)dp = apb
(a,b)0p < —(apb)

Binarne relacije
Binarnarelacija p uskupu A je:

R (refleksivna) < (HaldA)(apa)

AR (antirefleksivng < (JalA)-(apa)

S(simetrcna) < (OabOA) apb—bpa

AS (antisimetréna) — (UabOA)(apbAbpa)=—a=>b
T (tranzitivna) < (Uab,cOA)(apbAbpc)=—apc
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Relacije ekvivalencije i poretka
* Relacijaekvivalencijeje binarnarelacijakojaje R, Si T

» Relacijaporetkgje binarnarelacijakojaje R, AS i T
| ozn&avasesa <

» Relacijastrogogporetkaje binarnarelacijakojaje AR, AS, i T
| ozna&avasesa <

* Inverznarelacija relacije p je relacija
-1
p-={(ba)l(ab)lp}
» Kompozicijarelacija ( proizvodrelacija)

p1 OAXxB i p20OBxC

je relacija.
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1.4 FUNKCIJA (kao preslikavanje skupova)

Nekasu E i F neprazniskupovi.Ako po nekompravilu f svakomelementux
skupa E odgovargoo jedan tacno odreieni elementy skupa F , tadakazemoda
je f preslikavanje koje prevodi elemente skupaE u elementeskupa F -
piSemo:

f:E-F f: x>y odnosno y=f(x).

zavisno promenljive

/AN
1'3,1'5}

’-

E={x, .x, ,x;, ,a, ,x,}

Vo
E F originali // /

arcumenti, nezavisno promenljive
(domen) (kodomen) (arg I j1ve)

Ako svakom elemently iz skupa F(kodomena) odgovara bar jedan elem¥eriz skupa E
(domena), onda je je ova funkcgairjekcija (preslikavanje NA).

D1: Preslikavanjef skupaE uskup F je podskupDekartovog proizvodeéE x F , takavda
suispunjeniuslovi:

1° skupsvihprvih komponentureienihparova
(x,y) O f jednakje skupu E;

2° ako (x,ypOf i (x1,y2) Of, tadaje y1 =y2 . Umesto(X, y)
O f piSemo y=f(X).

Primer: Nekaje E={a,b,c}, F={1, 2,3} i f={(a, 1), (b, 2), (c, 3)}

Preslikavanjef: E — F piSemou obliku
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Ovakvo preslikavanje tipa jedan na jedan (1-1) ezesinjekcija .
Funkcija jebijekcija kada je istovremeno i surjekcija i injekcija.
Primer: Dali surelacije

p1 ={(a,1),(b,1),(c, 2)} ,

p2 ={(a,1),(b,1),(b, 2),(c,3)} i

p3 ={(a, 1), (b, 2)}

preslikavanjsskupa E={a, b,c} uskup F={1, 2,3} ?

' -
E F
p1 : jestepreslikavanjger
svakomelementuskupa E
’h odgovaraacno jednaslika.
- p2 . nije preslikavanje jer elementu
b odgovarajulva elementa.
E F

22



Racunarska matematika ITS - Visoka Skola strukovnih studija za informacione temologije

p3: nije preslikavanjejer elementuc ne
odgovaranijedan elemerngkupa F.

E F

Primer: Nekaje f:R - R, f(2x+1)=3x—-2. Naéi f(X).

ReSenje  f(2x+1)=3x—2 o0zn&imo 2x+1=t.

Tadaje x=(t-1)\2
f(t)=3(t-1)\2 -2=...=3t=7)\2
pajei  f(xX)=(3x-=7)\2

Def: Nekaje f: E - F.Ako je zasveelemente x1, x2 O E ispunjenuslov
X1 #x2 => f(x1) # f(x2)

(ili, Stojeisto: f(x1))=f(x2) = x1 =x2 ), tadase
kazedaje f 1-1preslikavanje.

Def: Nekaje f: E — F. Ako jeispunjenuslov

(OyOF)(OxOE)(y=f(X),
tadasekazedaje f NA preslikavanje.

Primeri: 1° Nekaje E={a,b,c,d} i F={1, 2,3,4}.

Posmatrajm@reslikavanja

1-1 i NA ( bijektivio preslikavanje )
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2° Nekaje E={a,b,c,d} , F={1, 2, 3}. Posmatrajmo preslikavanja

f_(abcd)
1 \I1233

nije wi I-1 ni NA preslikavaije

3° Nekaje E={a,b,c} | F={1, 2,3,4} . Posmatrajmgreslikavanja

| =

1

jeste 1-1 ali nije NA presiikavanje
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2. REALNI | KOMPLEKSNI BROJEVI

Broj je jedan od osnovnih matemiih pojmova. Nastao je iz potrebe za prebrojavanjem
odnosno odrdivanjem broja elemenata nekog skupa. Na tajmse prvo operisalo sa skupom
prirodnih brojeva.

Broj kao osnovni pojam se ne definiSe (intuitivno Iveasa), vé se prodavaju njegove
osobine i operacije.

Sve do 19 veka teorija brojeva se razvijala uglavizdog praktinih problema.
Tokom 19 i 20 veka teorija brojeva se aksiomatizf#0 godine Hilbetr je aksiomatski
definisao skup realih brojeva.

2.1 SKUP REALNIH BROJEVA (R)

Osnovna podela skupova brojeva je na realne i kekspk.

1 -Skup realnih brojeva: R
a) Skup prirodnih brojeva N, ( Skup prirodnih brojeva i O\,)

b) Skup celih brojeva Z
v) Skup racionalnih brojevaQ

g) Skup iracionalnih brojevd
2 - Skup kompleksnih brojeva C

Skupovi: N,Z,Q i | su podskupovi skupa realnih brojevR

2.1.1 SKUP PRIRODNIH BROJEVA (N)
N={1,2,3L nn+1,}

= Zasvaki bropld N postoji brojn+10L N. Brojevi n i n+1 suuzastopniili sukcesivn
brojevi.

= Skup priodnih brojevd\ je ograni¢en sa donje strane ,raje ograni¢en sa gornje
strane , tj. postoji najmaniji prirodni brj a ne postoji naj\é.

= Prirodan brogiji su jedini¢inioci on sam i brojl, zovemaprostim brojem, napr
2,3,5,7,11, . Uzajamno prostim brojevima nazivamo dva prirodna broja ako im je
jedini zajedndi ¢inilac broj 1.

= Prirodni broj jeparan ako mu je bar jedan pro&nilac broj 2.Ako to nije sli¢aj broj je
neparan. Parne brojeve obelezavamo 3, a neparne sak+1ili 2k—-1
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Skup prirodnih brojeva jeatvoren u odnosu na operacije sabiranja i mnozenja (ove
operacije su definisane na ovom skupu), tj. rezshiiranja i mnozenja dva prirodna
broja je uvek priprodan broj.

Za operacije sabiranja i mnozenja prirodnih brojeaze zakoni:
a+tb=Db+ g ab= be komutativnosti

(a+by+c=a+(bt 9, (ad & & bx asocijativnosti
(a+b) c=act bc 4 b = ab a distributivnosti.

Neutralni elementza mnozenje j&: OnON, nfl= n.

Stepenprirodnog broja definiSemo kao
a' =Bl ga

Na osnovu definicije stepena zakligjemo uz uslov (a,n,mO0 Ni n>m

a'@E"=a"" S g (an)m:anﬁm

2.1.2 SKUP CELIH BROJEVA (2)

Operacija oduzimanja se u skupu prirodnih brojeyaioze uvek definisatRazlika dva
prirodna broja ne mora da bude prirodan broj. Toododo proSirenja skupa prirodnih brojeva
N na skup celih brojeva .

Oduzimanje u skupu celih brojeva je operacija koje se definiSe

Oa,b,c0Z a=b=c= & b

Skupcelih brojeva sadrzi sve prirodne brojeve ,nulu i brojeve oblikg nO N
z={L -2,-1,0,1,2, nn+ L}

Skup Z je nadskup skupd i zadrzava sva pravila koja smo definisali u skdybul
dodajui nova pravila koja vaze samo u skugu Ovaj princip koristéemo i u
definisanju naredih proSirenja skupova brojevaviezeeprincip permanencije.

Skup celih brojeva jaeogranien kako s donje tako i s gornje strane, tj. u skiZpne
postoji ni najmaniji ni najua ceo broj.

Neutralni elementza sabiranje j®, a neutralni element za mnozenjeljdj.
a+0=a, all=a, Jal Z
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= Za svaki ceo bropllZ postojisuprotan broj —allZ takav da, ako je
a+(-a)=0, ad Z.

2.1.3 SKUP RACIONALNIH BROJEVA (Q)

Potreba numetkog izrazavanja rezultata merenja, odnosno neirazgi potpunog definisanja
operacije deljenja, zahtevala je denje pojma razlomka.

= Skupracionalnih brojeva je skup dobijen delenjem celaog broja prirodnimjdm ( ili
celim brojem osim nule):

Q:(E, p0Z0q0 Nj
q

Operacija deljenja se u skupu celih brojeva neemoxek definisati, tj. katnik dva
cela broja ne mora da bude ceo broj, Sto dovogirdsirenja skupa prirodnih brojeva na
skupracionalnih brojeva Q.

Deljenje celih brojeva definiSemo na sléi@acin

Oa,b, c0 20 b# 0, %: = a= il
= Skup racionalnih brojeva jgeogranicens obe strane, tj. ne postoji ni najmanji ni
najveii racionalan broj.

= Skup racionalnih brojeva gvugde gustskup, Sto zn& da izmeiu svaka dva
racionalana broja, b(] Q postoji beskonao mnogo racionalnih brojeva.

= Skup raconalnih brojeva m@ebrojiv tj. imedu tog skupa i skupa prirodnih brojeva
moZe se uspostaviti obostrano jedndmaaveza .

= Neutralni elementza sabiranje j®, aneutralni elementza mnoZzenje j&, tj.
a+0=a, all=4a 0Oal Q.

= Za svaki racionalan brg0 Q, a# 0, postojiinverzni elementza mnozenjea™ takav
daje al@" =1.

2.1.4 SKUP IRACIONALNIH BROJEVA (1)

Stari Pitagorejci su doSli do saznanja da su steandijagonala kvadrata nesamerljive
duzi, tj. da nemaju zajediku meru. Duzina hipotenuze pravouglog trougla steard iznosi

J2 . Medutim broj J2 nije racionalan broj. Na taj i@ dolazimo do novog proSirenja skupova
brojeva, tj daracionalnalnog broja.
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= Broj koji se ne moZe predstaviti u obliku razlommazivamairacionalnim brojem napr

V2,35l
2.1.5 SKUP REALNIH BROJEVA

= Svi racionalni i svi iracionalni brojevi obrazujlugp realnih brojeva R= QU I.
= Skup realnih brojeva jeeprebrojiv skup.

Realne brojevéesto predstavljamo ¢kama nabrojnoj osi ili realnoj osi tako Sto kazemo
da svakoj t&ki brojne ose odgovara jedan realan broj i obrnuto.

v

0 1 ) Re
Ako uvedemo srtozije definicije od predhodno navldémamo sledée:

= KaZzemo da je skuX O R, ograni¢en s gornje straneako postoji realan brdl O R
takav da jex< M, OxO X.

= Najmaniji od gornjih ogragenja skupaxX nazivamosupremumskupa.

= ZaskupX O R kaze se da jegrani¢en odozdoako postoji takav realan bropJ R da
je ms x Oxd X.

* Najveti od donjih ogranienja skupaX naziva sénfimum skupa.

Na skupu realnih brojeva za nejednakosti vaze &tedsbine:

(@>h) = (b< 3
(a>b) = (atc> bt 9
(a>b, c>0)= (ac> bg, (& b «0)= (a& by

= Realni brojevi se mogu predstaviti kadke na brojnoj pravi.

= Na skupu realnih brojeva definisane su sweimake operacije osim parnog korena iz
negativnog broja.
Apsolutna vrednost broja

= Ako je alJR proizvoljan realan broj, tada gosolutna vrednostbroja a:

a,a>0
la]=10,a=0
-a,a<0
= Zaapsolutnu vrednostbroja a vaze sledéa pravila:

ld=|-d, |[d<b= -b<a<t |g>b=a>bili a<-b
[a+d<[d+4  a-ts|d+[ty  [a-b=[4-|
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b

a

am=ldy, |2

Prosirenje skupa realnih brojeva

= Skup realnih brojeva proSiruje se sa dva simboeal +oo, tako da za svaka [l R vazi
nejednakost-o <a < +co.
= Za operacije sa ovim simbolima vaze pravila:

(#00) +(+o0) = +00 a+(+00) = +oo
()t(w)=e  ar(w)=e,  aOR
zaa>0

(+00) [+00) =+00 @lf+e0) = +o0

(—oo) [Q—oo):+oo (+oo) [Q—oo):—oo a[q—oo) = —o00

+oo
|zrazi (+o0) —(+0) — Nisu definisani

Interval u skupu realnih brojeva
= Ako sua, bR, takvi de jea<b sledei podskupovi nazivaju se

otvoren interval (a,b) ={ X a< x< §

zatvoren interval [a,b] ={ Y a< x}

polu-otvoren interval tj. polu-zatvoren interval [a, b) ={ X as x< t} ,
(a,b]={a< x< 8
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2.2 SKUP KOMPLEKSNIH BROJEVA (C)

Skup svih kompleksnih brojev@ je skup uréenih parovaz=(x, y) realnih brojeva.
Prvi broj pripada apscisi (Realnoj osi), a drugppda ordinatnoj osi (ili tzv. Imaginarnoj osi).

To zna&i da kompleksnom broju pripada’ka u ravni kojwine realna i imaginarna osa.

Do pojma kompleksnog broja dolazimo ako pokuSsammedano jedndine tipax® +a’ =0,
gde su oba sabirka pozitivha §.al] R.

U skupu realnih brojeva jedéiaa x> +1= 0 nema resenja.

x*+1=0
x*=-1

X = +/-1

Jasno je da ne postoji realan B je kvadrat negativan bro;j.

Da bismo mogli da reSimo ovu jedirau moramo skup realnih brojeva prosSiriti na skup
kompleksnih brojeva uz uvédenje oznake broja koji odgovara brajb-_l.

= Taj brojje i =-1 imaginarna jedinica.

ReSenje pomenute jedfiae postajex = +/-1 = #i

iZ=-1
i*=itd=-i
i‘=1

™ =i, nON, k=123
Svakoj t&ki na apscisnoj-osi (realnoj osi) odgovara jedasla® broj (a), a svakoj ki na
ordinatnoj osi (imaginarnoj osi) odgovara jedangmaran broj (bi).

» Skup svih uréenih parova realnih brojevéa,b) u kojem je z=a+ib, tj. z=(a,b)
naziva se skuporkompleksnih brojeva C, gde jei =J-1.
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y Z=atbi

\/

slika 1
Kompleksni brojevi mogu se predstaviti kadkia u kolpleksnoj ravni.

= Realni deokompleksnog broja j&Re{ Z} = a,
= Imaginarni deo Im{Z} = b

Ako je Re{Z} = 0, kompleksni broj jeisto imaginari broj, ako jeIm{z} =0,
kompleksni broj jeealan broj.

= Dva kompleksna broja, = g +ib i z, = a, + ib,sujednaka ako su im jednaki realni
delovi za sebe, a imaginarni za sebatFa, i b =b,.

= Svakom kompleksnom broju = a+ ib odgovarakonjugovano kompleksni broj u
oznaciz = a- ib.

_*z=atb

»

X

? — e bi

slika 2
Primer:

Konjugovano kompleksni broj, brojg=2-1 je komleksni brojz =2+1.

= Modul kompleksnog broja z=a+ib definie se kaop=|7=va+t. On
geometrijski predstavlja udaljenost brazgodnosno téke M (a,b)) od koordinatnog
pocetka

Primer:

Modul komleksnog brojaz=2+i iznosi p=|7=v2* +1* = J5.
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Napomena: Uzimali smo realne brojrxeili a za Re(z), a brojevey ili b za Im(z),5to ne
uti¢e na vaznost zakiaka.

2.2.1 OPERACIJE SA KOMPLEKSNIM BROJEVIMA U
ALGEBARSKOM OBLIKU

Za kompleksne brojeve kao deme parove vrede slegeaksiome:

1° Aksioma sabiranja:(x, ¥;) + (%, ¥,) = (X+ X, ¥+ V)

2° Aksioma mnozenja(x,, ¥;) 0%, %)= (X%~ %% %X ¥+ %Y,
ili pojednostavljeno definiSemo operacije sa korkgptem brojevima.

Neka su data dva kompleksna br@ja=a, +ib, i z, =a, +ib,.
= Sabiranje: z +z, =(a, +a,) +i(b, +b,)
» Oduzimanje: z, -z, =(a, —a,)+i(b, —b,)

= Mnozenje: z, [z, = (a3, - bb,) + i(al, + ap,)

* Deljenje: %=ig§

Primer: Neka su data dva kompleksna br@jae1+ 2i i z, =2-3i.
z+2=1+2i+2- 3= 3i

z-2=1+2i-(2-3)=-1 5§

z [z, =(1+2i)[{2- 3)= 2- 3+ 4- €= &
i:1+2i:1+2iD2+3:2I-B+i4+i62:—4ri7: 47
z, 2-3i 2-3 2+3 4 ¥ 13 13 12

= Stepenovanjekompleksnog broja prirodnim brojem se izvodi p@moperacije
mnozenjaz" = g g N¥

nmyra
. N2 — 32— 1 45 22_-1. EtA
Napomena:Imamo da je“=-1,i"=i“U=+ | "9 “1°=1; uopsSte:

s4n A+l o A2 s A3
i =1,i"" =i =-1j =+

Primer: Nai i = (i 4)501 =1%"=1

ZADACI
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1. Resiti kvadratnu jed@nu x> +4=0.

ReSenje
X =2i,X,=-2

2. Resiti kvadratnu jedréinu x> —4x+13=0.

ResSenje:
X=2+3 ,x,=2-3

3. Odrediti realni i imaginarni deo kompleksnog braja%[ﬂs + 2i).
=i
Reéenje'
EQB 2 1+| BZ—EQ:% 2 2+ B+| [Q3+ 2)
=i

1+3[q3 £ 20)= 3;11 _3_1 Re(z) ’m(z):_

-\ 3
4. Odrediti realni i imaginarni deo kompleksnog braja (%) .
[

ResSenje:

.\3 . . \3 3
(2] (e () ==

1+i 1+ 1-i 1-i
N2 -\ 2
5. Dokazati dajez:(z—ﬂ) —(QJ ¢isto imaginaran broj.
2-i 2+i

ReSenje:

pREDRE

(2+| (2-1) 52+I (2-) 8|Eg3+212 86_ 4B
5 5 25 25

2.2.2 TRIGONOMETRIJSKI OBLIK KOMPLEKSNIH
BROJEVA | OPERACIJE SA NJIMA

= Trigonometrijski oblik kompleksnog broja je:
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z=p(cosp +ising), gde jex=pcosp i y=psing.
gde je:

P :|z| =Ja+ I jemodul, a, ¢ jeargument kompleksnog broja (ptiemu je
tgg = E) i obeleZzava s = Arg z. (slika 3).
a

slika 3

Argument kompleksnog broja nije jednoZna odréen. Imajéi u vidu periodénost
trigonometrijskih funkcija, argument je svaki reabnoj oblika ¢ + 2k, gde je kKO Z .

Specijalno,brojp koji zadovoljava uslow77< ¢ < 77 naziva selavni argument.

Primer:
Kompleksan brojz=1+ i napisati u trigonometrijskom obliku.

Moduo datog kompleksnog broja j@= |z| =V2+2 =42, a argument jegg =1= ¢ = 77: pa

je trigonometrijski oblik datog kompleksnog brazae \/E(coslzr+ [ sin%j.

Neka su data dva kompleksna braja= p,(cosg, + i sing,) i z, = p,(cosp,+i sing,).

Sabiranje i oduzimanje kompleksnih brojeva u alge@am obliku je jednostavnije nego u
trigonometrijskom obliku.
= Mnozenje

7,0, = p,(cosp, + ising,) [p,( cop,+ i sith,)=

PP, (cos(@, +,) +i sin(¢,+¢,))

o, (cosg, +i sing,) :ﬂ(cos(¢l—¢2)+i sin(4, - ¢,))

= Deljenje: 2= >
z, p,(cosp,+isig,) p,
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= Stepenovanje z"=p"(cosmp+isinp), nO¥. Ovo je Moavrova formula za
stepenovanje

Moavrova formula se moze dokazati primenom matetkaindukcije.

Primer:
Koristesi Moavrovu formulu za stepenovanje kompleksnih évejodreritiz* , ako je
z=-1-1.

Modul datog kompleksnog broja je =|2 = V(=17 +(-)7 =+/2, a argument je
tgg = _—1 =l ¢ = 5777 zato Sto ugao pripada éeEm kvadrantu, pa trigonometrijski oblik broja
z=-1-ijez= \/E(COSSI”+ i sinSTHJ . Sada imamo da je:

7 = (\/E)4 (Cos4G5Z77 +i sin4[35In) = 4(cos5+isin5m) = -4

= Koren kompleksnog broja

Svako resenje jeddme z=a', gde jez=r(cosp +i sinp), a w=p(cosf+i sird), definise
se kao koren kompleksnog broja

a, =Q/F(cos@+i sin@rj, k=0,1L ,n-1

Iz jednakosti

r(cos(¢ + Xm)+i si(¢+ Rm))=p"( cosd+i sing) dobijamo

r=,0”:>p=\/r_,n9=¢+2<n:>9:¢+fkn

Geometrijski ova reSenja su temena pravilnog mngigoupisanog u krug polupheika Ur
(slika 4).
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N

v

slika 4

Primer: Izratunati /-1

Ako je —1=cogr+i sinz, imamo da jep=1 i @ =77, pa koristéi formulu za koren

kompleksnog broja dobijame’(/—_l = \/_1( cosﬂ+§kﬂ+i sir'.”+ ij

Za k =0,1, 2 dobijamo tri razkite vrednosti:

_ mo. .1 /3
Z,=Ccos—+isin-==—+i—
3 3 2 2
z =cosr+isinr=-1

_ 5m . .57 1 .3
Z,=C0S—+isSit—==—-i—

3 2 2
Geometrijski reSenja téeg korena su temena jednakost¥ang trougla (slika 5).

A
y

\4

slika 5
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2.2.3 EKSPONENCIJALNI OBLIK KOMPLEKSNOG
BROJA.

= Eksponencijalni oblik kompleksnog broja je = p (&’
= Ojlerova formula: € =cosg +i sing.

Primer: Ako je z=-1,tadajep=1,¢ =, pa se u eksponencijalnom obliku dobije Ojlerova
" zlatnd' jednaina koja povezuje najziajnije brojeve u matematici

e”+1=0
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3. ELEMENTI LINEARNE ALGEBRE

3.1 MATRICE
3.1.1 POJAM MATRICE

Uzmemo lim jedn&ina san nepoznatihx;, x,, X,
axta,xt [ +a x=1h
8%t a,%t [ +a,x=b

S :
®) M O M M
ay%tapxt [ +3q,X=
tada kazemo da je zadat sistem linearnih  j&daa (S). Brojevi

a,h,i=1L,2K m j=1X n, zovu se koeficijenti sistema (S). Ako izostavimenake
nepoznatihx;, znakove operacija i koeficijent, dobijemo pravougaonu Semu ili tabelu
koeficijenataa, .

= Matricom nazivamo pravougaonu Semu $axn elemenata, (utenih po vrstama i
kolonama), raspodenih um vrsta in kolona:

a; 8, N &,

A= a’Zl a22 K a2n
M M O M

a, a, K a,

Matrice se ozn&vaju velikim slovima latiniceA, B, C, ...

Proizvoljni element matrice; pripadai -toj vrsti i j-toj koloni pa matricu moZzemo ozt i
na sledé nxtin [a
Za matricu sam vrsta i n kolona kazemo da ima dimenzijaxn.

ij]m<n'

mxn

a =h ,0(,j),i=12,..m j=12,.n.Za ovakve matrice kazemo dalamforne.

= Dve matrice A=[g] i B=[bj],x, su jednake, A=B ako i samo ako je:

= Ako je u matrici[a m=1, n>1, tada definiSemaatricu vrste:

ij] mxn

[aij]lxn:[all a, K a,]

= Ako je m>1, n=1, tada definiSemaatricu kolone:

38



Racunarska matematika ITS - Visoka Skola strukovnih studija za informacione telmologije

= Matricaciji su svi elementi nule naziva sella-matrica.
= Ako je broj vrsta jednak broju kolona, tada je nwatkvadratna matrica.

Elementi a,, a,,,...,8, leze na glavnoj dijagonali kvadratne matrice, dok elementi
a,, ..., &, pripadajusporednoj dijagonali.

= Kvadratna matrica u kojoj su svi elementi van gdijagonale nula, a elementi na glavnoj
dijagonali nisu svi nula, zove sigagonalna matrica:

la, O L O] 1 0L O]
0 a, K 0 01K 0
A= , 1= , IA=AI=A
M MO M MMO M
0 0 K a,] 0 0 K 1]

koja se zaa,, = a,,=L g,, =1 zovejedini¢na matrica i ozn&ava se slovon .

AKoO cy y IMjaroHaaHOj MAaTPUILIM CBH eJIeMEHTH Ha ITaBHOj AujaroHanu jeqHaku a, a # 0,
MMaMo CKaJIapHy MaTpUIy:

a 0N O

0 a K O
S =

M MO M

0 0 K a|

= Zamenu mesta svih vrsta odgovataju kolonama ili obrnuto nazivamwansponovanjem
matrice. Ako je data matricaA=[a;],,, njena transponovana matrica deaoblik

A’ :[aji]nxm'

a, & L g,
Al = a, a, K g,

an &y, K a,
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3.1.2 OPERACIJE SA MATRICAMA
SABIRANJE MATRICA

= Zbir matrica istih dimenzijaA =[a i B=[b;],., je matricaC =[c;],,, ako i samo

ij]m<n

akojea, +h =¢ (i=1,2,...m;j=12..n).
Napomena:Zbir matrica razliitih dimenzija nije definisan.
= QOperacija sabiranja matrica ima slée®sobine:
komutativhost A+ B=B+ A

asocijativnost (A+B)+C = A+ (B+C)

1 2 3 1 -1 1
Primer: Sabrati matriceA={4 5 6|i B=|0 -2 4|.
7 8 9 2 3 4
2 1 4
A+B=|{4 3 10
9 11 13

MNOZENJE MATRICE BROJEM

......

= Proizvod broja A0OR i matrice A=[a;],,, je matrica istih dimenzij&iji se elementi
dobijaju kada elemente matrid® pomnoZzimo brojermy .

AA=Aa;] e =48]
= QOperacija mnozenja matrice brojem ima stedesbine:
-komutativnost: AA= Al
-asocijativnost: (aB)A=a(BA), a,B %0
-distributivnost s obzirom na zbir brojeva: (a + B)A=aA+ A

-distributivnost s obzirom na zbir matrica: a(A+ B) =aA+aB
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1 2 3
P-imer: PomnoZiti matricuUA={4 5 6| brojemA=2.
7 8 9
2 4 6
2[A=] 8 10 12
14 16 18

MNOZENJE MATRICA

» Proizvod A[B matrica A=[g,]
formiraju po zakonu:

i B=[h] ., Je matricaC, ciji elementi C; se

mx p

p

¢ =Y gl (i=1..m;j=1..n

k=1

Napomena Matrica C ima onoliko vrsta koliko ih ima matric& i onoliko kolona koliko ih
ima matricaB .

Napomena Dakle, elemenlcIj matrice C, koji se nalazi u preseku-te vrste i j -te kolone,

obrazuje se tako to se elemdntie vrste matriceA pomnoze odgovarajim elementimaj -te
kolone matriceB i dobijeni proizvodi saberu.

= (Operacija mnozenja matrica ima slée®sbine:

asocijativnost: (AB)[C= A BIQ

U opStem sltaju za mnozenje matricee vazi zakon komutacije

A[B#% BUOA
1 2 3 1 -1
Primer: Pomnoziti matriceA={4 5 6|i B=|3 -2
7 8 9 0 1
100+ 208+ 300 II¢ 1 2 2} 8 7 -

C=AIB=|40+50B+ 600 4¢ 1y 5¢ 2y 61=| 19 -
70+ 8B+ 900 1€ 1 84 2% @ 31- 1

Proizvod B [A nije definisan zato Sto dimenzije matrica nisumdgajite.
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ZADACI
- . 2 1. 1 -2
1. Naci zbir matrica A= I B= .
3 2 1 2
ReSenje:
A+B:2 1+1 —2:2+1 1+(-2 _ 3 - |
3 2 |1 2 3+1 2+2 4 4
1 2 3
2. Pomnoziti matricuA={4 5 6| brojemA=2.
7 8 9
ReSenje:
2 4 6
2[A=| 8 10 12.
14 16 18
: . _ 2 1|. 1 -2
3. Nac¢i matricu C =2[A- B, ako su date matric& = i B= .
3 2 1 2
ReSenje:
2 1 1 -2 4 2 1- 3
C=2[A-B=2 - = - = .
3 2|1 2 6 4 |1 2 5

o . . 2 1|, 1 -2 3
4. N&ci proizvode A[B i BOA matricaA= i B= .
3 2 1 1 2

ReSenje:

S
[2EL+1DL 2(-9+ 11 23 mi_r -3 8}

30+201 I(-3+ 21 I3 22 |5 -4 13

Proizvod matrica nije komutativha operacija, odrogiiB # BLA.
Proizvod B DA ne postoji jer dimenzije matricA i B nisu odgovarajte.

1 2 3 1 -1
5. Pomnoziti matriceA=|4 5 6|i B=|3 -2|.
7 8 9 0 1
ReSenje:
7 -2
AB=|19 -8].
31 -14
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1 - 1 1
6. Dokazati da za matriccé\{2 } i B {4 J vazi da je relacij A+ B)" = & + B,

aeas
(A+B)2=E _Ozﬁz _02}{3 j
ool 6 T
o320 2 S

R PN

3 5
7. Akoje A=| 2 6 |, n&i njenu transponovanu matricdy' .
-4 -5
ReSenje:
AT:F 2 - }
5 6 -

8. Proveriti sledée rezultate:

st o 4

1
302 1 10
21= :
01 2
3
[2131}[13,
5 8 3 1 5 [23-39 29 [1 2 3][-1-2-4 [0 0
6 9 4 -1 3= 24-48 32 |2 4 6/0-1 -2 -4=0 0
47 3/|6 9 5 |5 24 5 3609 |1 2 4 |00
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3.2 DETERMINANTE

= Svakoj kvadratnoj matrici pridruzujemo realni bkoji zovemodeterminanta.

= Determinanataje broj koji odgovarakvadratnoj $emi odnxn elemenata raspatenih
u n vrstain kolona.

a, a, L a,
D:det(A):aE/ll a:; g al\z/l‘
3, a, K a,

Napomena: Determinanta jerealan broj koji je radi lakSeg patenja zapisan kao Sema
brojeva, za razliku od matrice koja je samo Seno@&poljnih elemenata.

= Broj |a,| = a, naziva seleterminanta prvog reda

= Broj L a,a,, — a,a,, Naziva seleterminanta drugog reda
A 8y
a; a, &

= Broj|a, a, a, naziva saleterminanta tre¢eg reda
8y 8p &

3.2.1 IZRACUNAVANJE DETERMINANTE
SARUSOVO PRAVILO

= Sarusovo pravilovredi samaa determinante téeg reda

a, a, aja, a,
By By BB 8T
&, B ala a

= 8),8y,855F 3,05 Q30855 A8, 05 A, A ALK

1 2
Primer: Izratunati vrednost determinané 5
7 8
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1 2 31 2
4 5 g4 5118519 216+ 348 249 [16-81B3b=7
7 8 97 8

LAPLASOVO PRAVILO

= Za razliku od Sarusovog pravila koje se koristi sara izrgunavanje determinanti ttreg
reda, Laplasovo pravilo vazi za determinante bdg keda.

= QOsnovna ideja ovog pravila je da se &msavanje determinant&-tog reda svodi na
izracunavanje determinanta—1 reda, determinant@m—1 reda svodi se na izlanavanje
determinanten—2 reda i taj postupak se ponavlja sve dok se e do determinante prvog
reda.

Da bismo objasnili ovu metodu potrebno je da déénmo pojamminora i pojamkofaktora.

Neka jeD determinantan-tog reda

a, a, L a
Dot 2 K&,
M MO M
8y a4, K &,

Svaki element determunangg ima svoj odgovarajti minor.
= Minor M, elementaa; je determinanta koja se dobija iz determinabteodbacivanjem
i -te vrste i j -te kolone.

Napomena: Oc¢igledno, detreminanta tteg reda ima onoliko minora koliko i elemenata9y.
Na primer, elementima,;, a,, i &, odgovaraju minori su:

a'21 ath

a 8

a, a,
!M =
ay, aj -

_ |82 3

IM =
&, @y

= Kofaktor elementaa, . je broj A =(_1)‘*J' M.

[

= (Laplasovo pravilo) Determinanta je jednaka zbiru proizvoda elememasakoje vrste
(odnosno kolone) i odgovardjh kofaktora tj.

D=g,A i+, AL +3 A= 3 A
k=1
(razvoj po elementima-te vrste)

45



Racunarska matematika ITS - Visoka Skola strukovnih studija za informacione telmologije

D=a,A +a AL T4 A=) 3 A

(razvoj po elementimg -te kolone)

1 2
Primer: lzragunati vrednost determinang¢ 5
7 8

Determinanta se moze iztmati razvojem po bilo kojoj vrsti ili koloni.
Razvojem po prvoj vrsti doéemao.

et
1{509- 68 - Z{ 419- &1+ § @8 B)~=

3.2.2 OSOBINE DETERMINANTI

Ako u proizvoljnoj determinanti dve susedne vratenosno kolone) uzajamno promene
mesta determinanata menja znak.

Dz‘ai b z‘az b_ o

a bl |a b

= Determinanta se mnozi brojekn# 0 ako se svi elementi bilo koje vrste (odnosno kejon
pomnoZe tim brojem.

a b g a h a kb
D=la, b, ¢/, kD=Ka B ¢=/3 kb
a, b ¢ a b a Kk

= Ako su svi elementi jedne vrste (odnosno koloneh@ke nuli, determinanta je jednaka
nuli.

= Ako su u determinanti dve vrste (odnosno kolon@ngke ili proporcionalne tada je
vrednost determinante jednaka nuli.

‘al b _k‘ai

kal kq_ a j:k(qq_qkﬂ: KD=0
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Ako sve vrste (odnosno kolone) date determinantia re>3 ciklicho promene mesta
determinanta ne menja svoju vrednost.

& b ¢ (& b ¢l |aa b ¢
a, b, ¢l=|a; by ¢=la, b ¢
a b, ¢ |aa b ¢ |[a, b ¢

Determinanta se ne menja ako se svakom elemente jecte (odnosno kolone) dodaju
odgovarajdi elementi druge vrste (odnosno kolone), pomnojesim istim brojem.

a b g |a QB g+tm
a b ¢=|a b o+tm
a, b ¢ |a b g+m

Determinante matricai A" su jednake.

Ako su elementi jedne vrste (odnosno kolone) daterdhinante zbirovi od dva ili vise
sabiraka, tada se determinanta moze razloziti maodidve ili viSe determinanata.

a b ¢g+d| ja b ¢ ja b d
a2 bZ C2+dZ:a2 b2 C2+a2 bZ d2

a3 b3 C3 + d3 a3 b3 C3 a3 b3 d 3

3.2.3 INVERZNA MATRICA

= Data je kvadratna matrica. Matrica A™ koja ima svojstvo ACA™ = A A= lgde je
| jedini¢na matrica, zove saverzna matrica matrice A.

= Za kvadratnu matrictA kaZemo da je jeegularna ako je detA# 0, asingularna ako je
detA= 0.

= Adjungovana matrica matrice A u oznaci adjA je transponovana matrica matrice
kofaktora matriceA. Kofaktor elementag; . je broj A :(_1)i+J' M.

[

A Ar K A
A A, KA,
aOIJA_|\/||v|o M

A, A, K A,

= Inverzna matrica, kvadratne regularne matrio& je matrica
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A, A KA
Al = 1 A, A, K A, :%

detA| M M O M detA

A, A, K A ]
. . . . 2 3]
Primer: Nati inverznu matricu date matricA = 3 5|
A—l - 1 Al.l Aﬁ.2
detA| A, A,

2
Kako je detA= 3

j= 1# 0, postoji matricaA™.
Kofaktori matriceA su A, =5,A,=-3,A,,=-3,A,= 2

5 —
Nalazimo da je:A™ =
-3 2

Primer: Naci inverznu matricu date matricA =

AR R
oW R
[N N

11
3 1 1
detA=|1 3 1= - + =-1%
1 4 4
4 1

Kofaktore matriceA je pogodno pisati na papiru odmah u transponovawigiku, kako bi se
lakSe ispisali elementi adjungovane matrice kagesto

A Ay Ay
adA=| A, A, A,
As Ay Ag
&-‘3 j]zz A21=—‘1 j=1 A 1:-5
1 1 3
Atz__‘l jl:?’ Azz_l j =7 Aazz_‘l izl
4 4 1
1
As ‘4 j -11 Azs__‘ 1_3 Aas_l 1_2
2 1 -5
A_lz—i 3 -7 1
17 -11 3 2
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3.2.4 RANG MATRICE

Definicija: Maksimalan stepen (red) minora matriée koji je razlkit od nule jednak je rangu
matrice A.
Maksimalan broj linearno nezavisnih vrsta jedr@knpksimalnom broju nezavisnih kolona i

taj broj jerang matrice
Ovo zn&i da regularna matrica n-tog reda ima rang jednak

Rang matrice se ne menja, ako se na elemntimaa@a¢siodu ove elementarne transformacije:

- medjusobno zamene mesta bilo koje dve vrste(ig)l
- mnozenje bilo koje vrste (kolone) proizvoljnimoemk £ 0,
- dodavanije bilo kojoj vrsti (kolodiearne kombinacije prostalih vrsta (kolona)

Na ovaj ndin transformiSemo zadatu matricu kod koje su nargladijagonali brojevi razéiti
od nule, a ispod glavne dijagonale jednaki nulilikaona glavnoj dijagonali ima brojeva
razlicitih od nule toliki je rang matrice.

O 1 2 7
Primer: Odrediti rang matriceA=|-1 0 3 2
2 3 0 17

Zamenimo mesta prvoj i drugoj koloni da bismo n&opn mestu dobili 1. Prvu vrstu mnozimo
sa (-3) i dodajmo je tt®j vrsti, a zatim drugu vrstu mnozimo sa 2 i dodajmecoj vrsti. Sve
determinante tri@g reda su jednake nuli, a determinanta drugogjesdeIcita od nule pa je
rang matricer = R(A) =2
0O 1 2 7 1 0 27 10 2 7 1 0 2 |
A=|-1 0 3 2|={0-13 2= 0-13 2= 0-1 3
2 3 0 17 32 01 0 2 -6- 0O 0 O (
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3.3 SISTEMI LINEARNIH JEDNA CINA
3.3.1 GAUSOV ALGORITAM

Dat je sistem odn nehomogenih linearnih jedéiaa san promenljivih

% *a,% L +a,x = b
8% +a% tL + 8% = b
M

8%+ 8% +L + a,%= b,

= Gausova metoda se sastoji u sukcesivnhom eliminisamgpoznatih iz sistema i
transformacijom sistema u trougaoni sistem u kome pgedng&ina ima n nepoznatih,
poslednjam-ta jedn&ina jednu nepoznatu.

Pretpostavimo da je koeficijerd,, # O Iskljucimo nepoznatux, iz svih jedndina

sistema osim prve.
Da bismo to realizovali potrebno je prvu jedima pomnoZziti sa—a,,/a,, i dodati je

drugoj jednaini, zatim prvu jedn&inu pomnoZiti sa-a,,/a,, i dodati je tréoj jednaini, itd.
Na taj n&in se umesto polaznog sistema dobija ekvivalernttan:

a X ta,x tK+a,x =1h
A% tK +ayx =1
M
i +K + el = 1)
Ako bi produzili isti postupak dobili bi sistem

a % tayth +a,% =h
alix,tL +a))x =14’
M
A%, =

Poslednja jedriana sistema jednoztiao odreuje promenljivux , kada se vrednost za
X, uvrsti u pretposlednju jedtiau, jednoznéno se odréuje promenljivax._,, itd. U slEaju
kad je m= n sistem ima jedinstveno resenje.

Ako je broj nepoznatih ¥eod broja jednéina, tada sux,,,,K , X, slobodne promenljive
koje prenosimo na desnu stranu, a zatim se kaoprethodnom skaju odreuju vezane
promenljive x,K x_,, % . S obzirom na to da slobodne promenljive mogu iirpatizvoljne

vrednosti, sistem u ovom skaju ima beskonao mnogo resenja.
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Primer: Gausovom metodom resiti sistem jetina

X+2y—-3z=-4
2Xx-y+2z=3
-2X+y+2z=6
Nakon mnozZenja prve jedéiae sa-2 i 2 i dodavanjem redom drugoj i t@ jednaini
dobijamo sistem
X+2y—-3z=-4
-5y+7z=11
Sy-4z=-2
Dodavanjem druge jedtiae treoj dobijamo sistem
X+2y-3z=-4
-5y+7z=11
3z=9
Ovo je sistem trougaonog oblika iz kojeg se nepbwre dobija jedinstveno reSenje

(x¥.2=(123

3.3.2 KRAMEROVA METODA

Dat je sistem och jedn&ina san promenljivih:

aqt+aX%tl +a, x=10

ayXt+a,X%tL +a,x=h
M

X+ g%+l +8,%= 0

Uodimo sledée determinante:

a, Ll al a,

L L
D= %1 %ot Al Ay determinanta sistema

2y L al a,
a,a,l bl a,

L
k™ M

3, 8.l bL a,
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determinanta koja odgovara nepoznatojx (k=1,2K n).

Kramerovo pravilo:
1) Ako je determinanta sistema # 0, tada sistem impgedinstveno reSenje

D,

— ., k=1,2K ,n.
D K

Xk =
2) Ako je determinanta sistemB =0, a bar jedna od determinarli, 0,k =1,2K n,

sistemnema reSenja

3) Ako je determinanta sistem@ =0, i sve determinant®, =0,k =1,2K |, sistem je
neodreden i ako ima reSenja moZe ih imati samo beskonamnogo.

Primer: ReSiti sistem jedr@na:

X+3y-2z=1
2Xx-y+z=3
X+2z=7
1 3 -
Determinanta sistemajeD =2 -1 1|=-13% C
1 0 2

Pomdne determinante, , D,, D, dobijamo kada u determinan) zamenimo redom prvu,
drugu i tréu kolonu kolonom slobodniélanova.

1 3 - 11 -2 1 3 1
D,=3 -1 1|=-13,Db,=2 3 1|=-26 D,=2 -1 3=-39, ReSenje sistema
7 0 2 17 2 1 0 7
je:
(-D._-13_ y=Du 26, ;=D 739,
D -13 D -13 D -13
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3.3.3 RESAVANJE HOMOGENOG SISTEMA LINEARNIH
JEDNACINA

Dat je sistem odn homogenih jedniana san promenljivih:

ax+ap%tl +a,%x=0
'\a/IZlX1+ a22x2+L + aih )ﬁ =O (S)
X+ apX%tl +8,%=0

= Homogeni sistem ima samuivijalno reSenje x, =x,=L =x =0 ako i samo ako
det(A)# 0.
= Homogeni sistem imarietrivijalno reSenje ako i samo aldet(A)= C.

Primer: Homogeni sistem jeddaa

2x-3y+z=0
x—y =0
X+ y+4z=0
2 -3
ima samo trivijaino re3enjf0,0,0), jerjeD=|1 -1 (= 6% C.
1 1

3.3.4 MATRICNI METOD ZA RESAVANJE SISTEMA LINEARNIH
JEDNACINA

Dat je sistem och jedn&ina san promenljivih:

aqtaX%tl +a,x=10

ayXt+a,X%tL +a, x=h
M

agxta, %+l +g,%=h
Sistem se moZe napisati u matom obliku kao:

AX=B
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a, a, L a, X by
gdejeA:a;; % L & , X = Xz,B: bz.
a, a, L a, X, b,

Pod pretpostavkom da je matridaregularna, tj. da joj je determinanta r&ité od nule, sistem
ima jedinstveno reSenjX = A'B.

Primer: ReSiti sistem jedri@na

X+2y-z=-3
2x+3y+z=-1
X-y-z=3
1 2 -1 -3 X
A=l2 3 1| B=|-1 X=|y
1 -1 -1 3 z

AX=B = A'AX= A'IB- IX= A'B- X A
'011 A21 A31 -2 3 5
detA=9, adjA= A, A, A=l 3 0-
Als A23 A33 -5 3 -1

_ -2 3 5
_1_adJA_l 3 0 -3,
detA 9
-5 3 -1
-2 3 5||-3 18 2
X:A‘lthé 3 0 -3 —1:—; -18 =| -
-5 3 -1|| 3 9 1
(xy.2=(2-2]
18 2
X:A"1EB:% -18|=| -2
9 1
(xy.9=(2-21
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4. VEKTORI

4.1 POJAM VEKTORA. OSNOVNE OPERACIJE S VEKTORIMA

Def: Vektori su veltine odréene svojom duzinom (brojnom
vrednosgu), svojim pravcem i smerom. Vektor se predstavlja

uredenim parom téaka, npr.(A,B) i ozn&ava se sa = AB. B

Def:  Za dva vektora kazemo da su jednaki ako imaju istu
duzinu, isti pravac i isti smer.

Def:  Slobodnim vektoromse naziva vektor koji se sme
pomerati tako da mu se pri tom ne menja ni duzina,
pravac, ni smer; takvo pomeranje se namiaaslacija.

DuZina vektora (intenzitet, modul, ili apsolutna vred.) oZaaa se

sa‘AB‘ il H
Nula-vektor je vektorcija je duzina jednaka nuli; samim tim pra
mu nije odréden; oznaava se sd) .

Vektor ¢ija je duzinal zove sgediniéni vektor ili ort. Kazemo da jea, =orta ako vektora,

ima istu péetnu t&ku, isti pravac i smer kao i vekt@ i ‘50‘ =1.

N
a

&

Sabiranje vektora.

Neka sua i b dva proizvoljna vektora (razita od nula-vektora) . Ako se vektor
translatorno pomeri tako da mu se&g@ima tgka poklopi sa krajem vektora, dobicemo
nadovezane vektora i b.

Def:  Zbir dva nadovezana vektoiaai E) je tredi vektor ;:= Ia+ Ib kome je poetak u
pocetnoj ta&ki vektora a, a kraj u krajnjoj téki vektorab.
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L 2

o R O
- -
a a

Dva slobodna vektora se mogu sabirati i po tzwngyoiu paralelograma sila, ako se prethodno
jedan od njih translatorno pomeri tako da mu sepa téka podudari sa getnom tékom
drugog vektora. Vektori koje sabiramo zovu se kongmte, a njihov zbir rezultanta.

Definicija zbira dva vektora proSiruje se na zlmnkno mnogo nadovezanih vektora:

AA+AA+.+ A A= AA.
Sabiranje vektora ima slegkesvojstva:

5 + B = B + 5 - komutativnost
(a+b)+c=a+(b+c) - asocijativnost

a+0=a,a - 0 je neutralni vektor pri sabiranju

A w D PR

a+(-a) =0 - za svaki vektom postoji suprotan vektof-a) , koji ima istu duzinu i
pravac, ali suprotan smer.
Na osnovu svojstva 4. uvodi se operacija oduzmwimx)ra kao operacija suprotna operaciji

sablranja tj. razliku dva proizvoljna vektoEal b definiemo kao zbir vektora i vektora
(—b) , suprotnog vektortp ;

a-b=a+(-b)
b
a) »
26 A
b

Razlika dva vektorDB i OA |, koji imaju zajedniki potetak je vektotOB —OA = AB .
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B

Mnozenje vektora skalarom.

Def: Akoje a#0 irealan brojA #0, tadajeﬁa vektor¢iji je pravac isti kao i pravac
vektoraa, modul je|)I|H, a smer mu je isti kao i smer vektaaaako jeA >0,

odnosno suprotan smeru vektaraako jeAd <0.
Za svaki vektora # 0 mozemo napisati da je:
a= Horté.
MnoZenje vektora realnim brojem ima sléadsvojstva:

1Ma=a, 0a;
A(ua) = (Ap)a;
A@@+b) = 1a+b;
(A+u)a=Aa+pua.

Ll A

Def:  Uglomizmeiu dva vektoraa i b (oznaka:D(a,B)) nazivamo najmaniji ugao za koji
jedan od tih vektora treba da se obrne oko zajkdrpaietne t&ke da bi se poklopio
sa drugim vektorom. Dakle, za proizvoljne vektaré b uvek je D(_é, 5) [ [On] aza
kolinearne vektore je taj ugdd ili 7.

ol

wl
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Def:  Orijentisanom pravom ili osom nazivamo pravitga se bilo koje dve t&ke zna koja
je prethodna a koja sle¢kg tj. za koju je utvden pozitivan smer. Osa se moze
okarakterisati i svojim jedignim vektorom.

Osa na kojoj je utdena péetna téka O i tacka cije je odstojanje od getne téke jednakal
zove se&koordinatna osa

Def:  Algebarska vrednost AB vektoraAB na datoj osi je brojF‘A_IB" ako je smer
vektoraﬁ isto kao i smer ose, odnosno bI‘OhA_B" ako je smer vektora{ﬁ

suprotan smeru ose.

Def:  Projekcija vektoraﬁ na orijentisanu ili neorijentisanu pravu ili ravi@wektor
A'B’ :iji je pocetak A" projekcija paetne taéke A , a B' projekcija krajnje téke
B datog vektoraAB .

B B

v e

AT,

A B’ B’

Linearna zavisnost i nezavisnost vektora

Def: Zadva vektoraa i b kaZzemo da skolinearni ako imaju isti pravac, tj.
a=Ab (A #0), ili, drug&ije reseno, ako postoje takvi skalafd i £, %0, daje:

— — R a—>
aa+pb=0,t. b=—-—a
B

Def:  Za triili viSe vektora kazemo da komplanarni ako leZe u jednoj ravni (ili ako leze u

paralelnim ravnima). Da bi tri vektora, b i ¢ bili komplanarni treba da postoje takvi
skalaria, i y (pri tom bar jedan od njih razit od nule) da je zadovoljena
jednakost:

aa+fb+yc=0.
Napomena:  Zbir ga+ Bb, odnosnoaa+ Bb+ yc predstavija tzv. linearnu kombinaciju
vektoraa i b, odnosno vektora, b i c.
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Def:  Zavektorea i b kazemo da slinearno zavisniako postoje takvi skaladr i 3
(koji nisu istovremeno jednaki nuli) da je zadoeolp jednakost:

aa+pBb=0,t.a=Ab (A -_B #0)
a
Prema tome, dva vektora su linearno zavisna akmio ako su kolinearna.
U opsStem sltaju kazemo da su vektoas, az,...,an linearno zavisniako postoje takvi skalari

A, Ay, A (koji nisu svi jednaki nuli) da je odgovaragulinearna kombinacija uvek jednaka
nuli:

—_— —_— —_— n —_—
Aai+ A +..+Aan=> Aai =0
=
U suprotnom kazemo da su vektlmiearno nezavisni

Dakle, dva linearno zavisna vektora su kolineaandya linearno nezavisna vektora su
nekolinearna (obrazuju kos ugao).

Svaka tri linearno nezavisna vektora obrazuju #ni€ttostrani rogalj). Pretpostavimo da triedar
obrazuiju tri jedinina vektorae,, e, s ¢iji pravci odreiuju koordinatne ose, dok im je

zajednéki potetak O koordinatni pdetak. Ako su, osim toga, ovi jedémii vektori i uzajamno
ortogonalni, onda oni obrazuju trodimenzioni prayjlo®ekartov koordinatni sistem.

Uobicajeno je da se trodimenzioni pravougli koordinaistem odréuje jedintnim vektorima
i, ],k koji respektivno leze na osarfx,0y,0z (koje se nazivajapscisna osa, ordinatna
osa i osa aplikata.
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4.2 SKALARNI PROIZVOD VEKTORA

Def: Skalarnim (unutrasnjim) proizvodom dva vektora nazivamo proizvod njihovih
modula i kosinusa ugla odienog tim vektorima.

Skalarni proizvod vektora i b je skalar i oznéavamo ga salb, (5,5) ili ab. Dakle:
al= @H cos(éi, 5) = abcosa,

gde je: S(é, 'b) =a ugao izméu vektoraa i b.

Primetimo da skalarni proizvod mozemo napisati kikab

am =H(‘B{cos(€1,6))
odnosno
alb= |B|(H cos(a,B))

gde je‘B‘ cos(@b) algebarska vrednost projekcije vektdrara vektora, dok jeHcos(_é\, b)
algebarska vrednost projekcije vekt@ana vektorb.
1 1
o r r rr alb
projrtb = ‘ q cos(a,b)= —‘H
a

Def:  Skalarni proizvod dva vektora je proizvod modddrjog vektora i algebarske
vrednosti projekcije drugog vektora na prvi vektor.

Svojstva skalarnog proizvoda:

[a - komutativnost

i

(Da,bz0) alb=0 - cos(@b) = 77/2 - uslov ortogonalnosti
(a+b)c = ac + bc - distributivnost u odnosu na sabiranje vektora
01 #0,A0R, (Aa)b=A(ab)

vl

L Bl Bh
o O}

a s w bk

Razlaganje vektora u pravcu koordinatnih osa

Ako je dat proizvoljni vektor;a, tadace algebarske vrednosti njegovih projekcija na
koordinatne os©x, Oy i Oz ,(ji su jedinini vektori{i, .k} ), biti

a, = IaEIi:\u;cosa, a, = :aDlj :Hcosﬂ, a, :ia['k:"#cosy,
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gde sua, B i y uglovi koje VEktOI’Ia obrazuje redom sa vektorirrlia 'j [ i( (ortonormirane
baze).

Uslov ortogonalnosti vektora i b glasi:alb=0.

U Dekartovom koordinatnom sistemu sa baz{érﬁ,ﬁ} skalarni proizvod vektora

a={a,q.a} ib={n.b,b} je

alb=(a,+a,j+ak)b,i+b,j+bk)=ab +ah +ab,,

stoga je za=b: ala=a =a’+a’+a’,

tj. modul vektora a je H =Jai+ai+a’l.

U ortonormiranom koordinatnom sistemunudimenzionom prostoru je skalarni proizvod
vektoraa={a, a,....a} i b={b,b,,...b}:

rr
alb=ah+ ahr..+ §h=]

NgE

at

{0l
iy

a modul vektoraa:
1

(3]
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4.3 VEKTORSKI PROIZVOD VEKTORA

Def:  Vektorski (spoljasnji) proizvod dva nekolinearrektoraa i b je vektor'c = :ax'b koji
ima:

- modul jednak povrSini paralelograma koji adlrgi aib
- pravac ortogonalan na vektogei b
- smer takav da vektom, b i ¢ obrazuju desni triedar.

A?

= absina

P:‘EXB

“\vU‘L

Vektorski proizvod vektora i b se ozndava saaxb (ili (_é, by, [_é B]). Dakle, ako je
c=axb, tada je:

-

C

<[ - [{Band
Ako je axb=0(ab#0) - sin(@b) =0, tj. tada su vektora i b kolinearni.
Svojstva vektorskog proizvoda:

axb#bxa (pri tom jeBxa: —5><5) - ne vazi komutativnost
Aaxb = A(axDb), za svaki skalan

(a+b)xc=axc+bxc

axa=0,0a%#0

axb=0(abz0) = a=Ab(1£0).

ok wnNPE

Akosuaib dva proizvoljna vektora zadata svojim koordinatan@tonormiranoj bazi
{E,T,R}: a= {ax,ay,az} , b= {bx,by,bz}, tada je vektorski proizvod vektogib:

axb=(gi+a, j+aK(hi+h +bR=(ab- al) +(ab- ab ( ab; ah
tj.
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i
axb=|a,
b,

<CT<QJ N
o p xi

koordinate vektorskog proizvoda datih vektora su:

axb={ap,-ah, ba -ba,ab -ab}
Vidimo da vektorski proizvod vektora i b predstavlja vektoc, ¢ =axb (% 0) koji svojim
pravcem odréuje poloZaj, svojim smerom orijentaciju, a svojinocialom veltinu (povrsinu)

paralelograma koji obrazuju vektaaii b. Dakle, povrSina orijentisanog paralelograma moze
se predstaviti pomiwl odreienog normalnog vektora (‘ﬁ‘ =1) :S=S[h.

s

Iﬁ’

vcy\l(

-
a

4.4 MESOVITI PROIZVOD TRI VEKTORA (:alxlb)Elt= skalar

Def:  Me3oviti proizvod tri vektora, b i ¢ je skalar koji ozngavamo sa
(EXB) [t = (Ta,B,E) i koji je jednak zapreminV paralelopipeda obrazovanog nad
vektorimaa, b i ¢ ako je triedara, b, ¢ desne orijentacije, a ako je leve orijentacije,
tada je(5><5) E=-V.

—

Neka jeh=axb, aho = orth, tj. ho = ort(axb) ; moZzemo napisati da j@xb = ‘EXB{Dho, a

‘EXB je merni brojB povrsine paralelograma nad vektorima b. Dakle,

‘EXB =B

(axb) (& = B o [¢ = B{ho [£) = B[.E‘Etosé’,
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gde jeH [tosd = H algebarska vrednost projekcije vektarana pravac jedidnog vektoraho;
pritomjeH >0 akoje0<d<n/2 (. a, b i ¢ obrazuju desni triedar),i <0 ako je
77/2 <O<TI (. a,bic obrazuju levi triedar), %H ‘ je visina paralelopipeda sa

osnovomB .
(axb)[&=BMH =V,
gde znak skalar¥ zavisi od orijentacije udene trojkea, b i C.

e

,,,,,,,,,,,

Svojstva mesSovitog proizvoda:

1. @xb)e =caxb)
2. (axb) G = —(bxa) ¢
3. (Maxb) & = A[(axb) &

4. cikiicna promena mesta vektora u meSovitom proizvoduergamjegovu vrednost jer je
svejedno koju stranu paralelopipeda uzimamo zavasmod uslovom da odgovaraju
triedar ne menja orijentaciju:

-

5. uslov komplanarnosti tri vektora a, bi je da je njihov meSoviti proizvod jednak nuli:
(axb)[¢=0.

Ako su vektori zadati koordinatama = ali + azf + aSE b= bli + bj + b3R [

c= cli + czf + 03R , tada je njihov meSoviti proizvod:

I T D T
(axb)le=\b, b, b, (axb)le=/b b, by=0
G G G G G G
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Ako su ova tri vektora linearno zavisni odnosno ktanarni (leze u istoj ravni) onda je njihov
mesSoviti proizvod jednak nuli.
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6. FUNKCIJE JEDNE PROMENLJIVE

= NekasuA i B proizvoljni skupoviPreslikavanjeili funkcija f:A - B predstavlja

zakon korespondencije pohwkoga se proizvoljnom elementu skupadodeljuje neki
element skupd8: x - y, xXd A y B.

= Elementxl A naziva seriginal, a y B njegovaslika.

» Skup A O A onih elemenata iA kojima su korespondirani elementi skuBanaziva
seoblast definisanostifunkcije f : A - B, ili domen D, te funkcije.

» Skup B, 0 B onih elemenata iB kojima su korespondirani elementi skuBanaziva
seoblast vrednostifunkcije f: A — B, ili kodomen D, te funkcije.

= Zafunkciju f : A - B kazemo da jgednoznatna ako se bilo kojem elementu iz skupa
A korespondira najviSe jedan element iz skypaB.

Nacini zadavanja funkcija

Tablicni nain zadavanja funkcije
Zadavanije funkcije njenim grafikom
Zadavanje funkcije analikim izrazom
Zadavanje funkcije pondo parametara

PwpbdPE

5.1 REALNE FUNKCIJE JEDNE PROMENLJIVE

= Podrealnom funkcijom podrazumeva se svako preslikavafjeA - B,gde je
AOR BO R

= Kod realnih funkcijpdomenje skup AQ R, akodomen B O R.
Odrediti domene funkcija

_X+2

- x-3

Znajwi da imenilac razlomka mora da bude réizlod O, zakljwujemo da izraz u imeniocu
x-3# 0, odakle dobijamax# 3. Prema tome domen funkcije je skl = R\{3} ili

Primer: 1. f (x)

uobicajen je zapis<d(-c0,3) O (3,0)
Primer 2. y=v4-xX =4-Xz20= (2- Y2+ ¥= 0= x3[- 2,}.
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Primer 3. y:InL:L>ODx¢3:> x0(0,3.
3-x  3-x

XZ

Primer 4. y=e ? = xOR.

Primer 5. Odrediti kodomen funkcijey =sinx= yO[-1,}

Vaznije osobine funkcija

* Funkcija f je ograni¢enana skupuA O D,, ako vazi

(Om MOR(OXD Anme { ¥ M
=  Geometrijski ovo zna da se grafik funkcija nalazi iznia dve pravey=mi y=M

1
1+ X3

Primer 6. Ispitati ograntenost funkcijef (x) =

Kako je za(OxOR) 0< 1 ! > <1 funkcija je ograniena na interval(0, 1]
X

» Nule funkcijesu take u kojima funkcijama vrednost nula.

Nule funkcije su té&ke preseka funkcije s@x osom

Odrediti nule funkcije

Primer 7 _x -4 =0~ X-4=0,x=2
' y x3+8'y ’ '
Primer 8. y:w,yzoa 1+Inx=0,Inx=-1,x= €.
X
Primer 9. y= © , Y#Z00OxOj , funkcija nema nule.

x-1

= Parnost funkcije

Funkcija f (x) za koju je f (-x) = f(X) naziva separnom funkcijom. Njen grafik je
simetrgan u odnosu na osDy. Ukoliko je f (-x)=-f(X), tada se takva funkcija naziva
neparnomi njen grafik je simettian u odnosu na koordinatnigatak O.

Akoje f(-x)z f(X)0O f(—=x) #- f(X, oda je funkcija ni parna ni neparna.

Primer 10.  f(x)=x-2= f(-x)=(-%"-2= ¥ - 2= f( % funkcija je parna.
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f (x) = x* —2x+sin x=

f(-x) = (—x)3 ~2(=X)+sin(- ¥ =

X . funkcija je neparna.
=X+ 2X-sinx=

Primer 11.
:—(x3—2x+sinx):— f( %)

Primer 12.

f(x)=x-2x+sinx= f(-X=(-%" -2~ Y+ sin- y=- %+ 2x sinx

=—(x* - 2x+sinx) = - f( ¥

funkcija je neparna.

= Funkcija f(x) je periodiéna ako postoji brojT za koji je ispunjena jednakost
fF(x+T) = f(X).

Trigonometrijske funkcije su periattie. Funkcije f (x) =sinx i f (x)=cosx imaju osnovni

period T =27, a funkcije f (x) =tgx i f(x) = ctgximaju osnovni period = 7.

= Monotonost funkcije ( rasenje i opadanje )

* Funkcija f:A - B je rastuca ako x <x,= f(x)< f(x), astrogo rastuéa ako
X <%= ()< f(x).

* Funkcija f : A —~ B jeopadajuéaako x, < x,= f(x)= f(x), astrogo opadajuéa
ako x, <%, = f(x)> f(x).

» Rastiée i opadajie funkcije jednim imenom zovemmoonotone funkcije. Monotone
funkcije ozngavamo f(x) Z ako je rastéa, f(x)] ako je opadajta.

A A

/m(xz) m(&)

|
[
|

»
»

X X X %
Primer 13. Funkcijay =€ je strogo rastta [Xj , jer zax <X, = €' < €
Primer 14. Funkcijay =In x je strogo rastta OxJ(0,).

Primer 15. Funkcijay=-X je strogo opadajia Ox[Jj .
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Primer 16. Funkcija y=2x*-8x+5 je parabola tipay = ax + bx+
b__8_ 2
2a 22

To zn&i da opada zax =[1(—, 2), a raste zax =[1(2,+).

sa minimumom u t&ki: X=-

= Konkavnost i konveksnost
Funkcija f : A — B je konveksnaako x # x, :w< f(LZXZJ akonkavna

EIERICHIN f(Xﬁ ij
2 2

ako x, # x, =

Primer Funkcijay = X je konveksna, 5to zaklujemo iz nejedngine.

24 x?2 + z
X, # %, = L ZXZ <(X12X2) 4 (- %)° >0.

KOMPOZICIA FUNKCIJA

Definicija: Neka su date funkcije: D — R i g : K — R. Ako je slika funkcijef podskup
domena funkcijg, definiSemdkompoziciju funkcija, odnosno funkcijin : D — R takvu da je
h(x) = d f( ®] . Kompoziciju funkcijaf i g u kojoj nax prvo deluje funkcijaf , a potom na

f (x) funkcijag, ozn&avamo sagof .

Nije teSko razumeti kako kompozicija funkcija deluja x; mozda je jedino na prvi pogled
nejasan zahtev da slika funkcfjeude podskup domena funkcgeno to je jednostavno
preduslov da bi kompozicija bila dobro definisaNaime, funkcijag deluje samo na elemente

skupaK i ako bi postojao nekk za koji je f(x)izvan skupa, za takavx ne bi bila

definisana kompozicijag[ f(X)] (jer funkcijag "ne zna Sta bi" s vredn@$ f (x).

Primer 17. Odredite gof(X) ako je f(x)=2x+3, g(x)=X -2

ReSenje:Moramo odreditéemu je jednak g[ f(X)], odnosno g(2x+ 3).

Problem koji se moZe pojaviti je "doslovno" shvggaargumentax u definiciji funkcijeg.
gof(x) = g(2x+3)= (2x+3) -2 = 4% +12x+.

Primer 18. Odredite inverznu funkciju zd(x)=2x+1.
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ReSenje:Inverznu funkciju nalazimo tako $to zamenimo mexta y i reSimo poy,

NAPOMENA: u prilogu su date elementarne funkcije

5.2 GRANICNE VREDNOSTI | NEPREKIDNOST FUNKCIJA

a) GRANICNA VREDNOST FUNKCIJE

1. Definicija grani¢ne vrednosti

Neka je funkcijaf (X) definisana u okolini tke X = A, izuzev mozda u samojdd A.

Broj A je granina vrednost funkcijef (X) utatki X = A ako
(Oe>0)(Co(e) >0)(0<|x-d <d=[f(X)-A<¢g)

Tada pisemolim f (X) = A.
X-a

Teorema 1.Ako postoji granina vrednost funkcije, onda je ta vrednost jedinsive

2. Beskon@no male funkcije
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Funkcija (X) je beskonano malakadaX — @ akojelim f (X) =0
X-a

Drugim retima,

(0e>0)(Co(e) >0) (0<[x-d <d=|f(x) <e).

Teorema 2. Zbir dve beskonmo male funkcije je beskotiao mala funkcija; tj. ako je

lim f(x) = lim g(x) = 0, tadajeilim (f (X) + g(x)) =

Funkcija f (X) jeograntenakad X — a ako postoji okolina tke A u kojoj je f (X)
ograntena, tj.

(C6>0) xO(a-d,a+d)\{a} = [f(x[sM, (M >0)

Teorema 3.Proizvod beskormo male i ograriene funkcije kadX — a je beskon&no
mala funkcija.

Ako je lim f (X) = A, ondajef (X) — A beskonano mala funkcija kadX — QA pa
X—a

mozemo pisatif (X) -A= O’(X), gded(X) —» 0, X - a.vaziiobratno
tvrdenje, paje

imf(x)=A- f(X)=A+a(x), a(x) - 0, (x - a).

3. Osnovne teoreme o grafnim vrednostima funkcije

Teorema 4. Ako postoji lim f (X) i [Im g(X) , onda postoji fim ( f(x) + g(X), i pri
X—a X~

—

tome je

lim (f() £ g(Q) =lim (3 £lim ¢ X.

Dokaz: Neka je lim f(X) = Ai I|m g(x) = B.Tadaje
X -

X-a

f()= A+a(d), g(x)=B+B(X)
gde su@(X) i B(X) beskonano male kadX — Q.

Dalje je

f(x)+g(x) = A+B+(a(x) + B(X).
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Na osnovuTeoreme 3. je lim (CY(X) + ,B(X)) = 0, odakle sledi da je
X—> a.

lim (f(x) +g(x)) = A+ B =lim f(x)+ lim g(x).

Sli¢cno se mogu dakazati i sle@ejednakosti:
Iim(f (X)g(x)) = lim f(x) [lim g(x).
. X—a
f (X) lim f (X)

= X=a ielim a(x) # 0.
AT, iim g shole M 8%

4. Leva i desna grariha vrednost

Broj A je desna gragha vrednostunkcije f(X) kad X — QA ako
(Oe>0)(Coe) >0)(a<x<a+d = [f(X)-A<eg)
Pisemo: L, =lim f(x) = Al X!g‘m f(x) = L'[T; f(¥=A

Broj A jeleva granina vrednostunkcije f(X) kad X — QA ako
(Oe>0)(Coe) >0)(a-d<x<a = [f(N-A<g)

pisemo: L, =iim f(x = Aiii 1M T(X) =lim_1(x) = A

X<a

. yA
SINX
F(X)=——
X
14—
L, =lim £(x) = lim Sinx _y -
X0 X 0 »
X
—»-1
L —Ilm f(x)—lmg ﬂ——l
x-0 =X
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Teorema 5.Grantna vrednost funkcijef (X) utatki X = A postoji ako i samo ako u toj

tacki postoje leva i desna gr&nia vrednost i ako su one jednakel.—d = I—| = f (a)

U gornjem primeru prema ovoj teoremi ne posldﬂ] f (X) ,jerje Ly #L,.
X-0

5. Grani¢ha vrednost funkcije kadax — 00

Broj A je granéna vrednost funkcijef (X) kad X — 00 ako

(Oe>0)(CK(e)>0) (X >K = [f(x)-A<g)

yA
A+e

A = (%)
A-¢

O K X

Funkcija f (X) jebeskonano malakad X — 00 akoje lim f (X) = 0. brugim

X — 00
re¢ima,

(Oe>0)(CK(&) >0) (X >K = [f(X<e)

1 1 X

Primeri takvih funkcija su:—, 51 o ,/\
X X° x°+1

Funkcija f (X) je beskonano velikakad X — 00 | ako

(M >0) (K >0) (X >K = [f(x)|>M).
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Tada pisemolim f (X) = oo, npr. kod funkcije f (X) = x>

X — 00

Teorema 6.Ako je f (X) beskonano mala (velika) kadX — A (X — ©00), onda je

1
f(x)

beskonano velika (mala) funkcija kadk — A (X — 09).

Primer 19. f(X) = i
x-1
lim(x-1) =0= lim f(x) = o

6. Uporatfivanje beskoné&no malih velifina

Neka suO’(X) i ,B(X) beskonano male funkcije kadX — a, tj.
lim a(x) = lim S(x) = 0.
X-a X-a

Ako postoji kon&na granina vrednost

x~a f5(X)

i ako je A # 0, onda zaO'(X) i ,B(X) kazemo da su beskaimp maleistoga red&kad
X — a.

Primer 20. @ (X) = 2X, B(X) = sin3x
a(x) . 2x _2,. 3 2
= lim — = —lim— =—.
x-0LB(X) x-0sin3x 3x-0sin3x 3
Specijalno, ako je

[im @ =1
-2 B(X)

za veltine @ (X) i B(X) kazemo da sakvivalentnekad X — @ i pisemo

a(x) ~ B(x), x - a.

primer 21. @ (X) = ax, B(X) =sinax
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lim =1 = sinax~ax, X - a.

x—a Sinax
Ako su@(X) i B(X) beskonano male kadX — @ iako je
a(X
lim ———= 5
2B
onda kazemo da j& (X) beskonano mala viseg reda u odnosu f&(X) i pisemo

a(x) =0(B(X), x - a

Primer 22.  a(X) = X2 L(X) =sinX
jim 7~ im x—=0;x2 =ofsinx), x - 0.
x-0fB(X) x-0 sinx

Funkcija O’(X) predstavljebeskon&no maluk - tog redau odnosu an(X) ako je

a(X)
Im - ——=-=A%0.
x-a[ B(x)]"

Primer 23. @'(X) = X3, LB(X) = —2X
im- X —fim X =1
x-0(-2x)* x-0-8x> 8
— 2X.

Napomena lzrazi o — o

X3 je beskonéno mala 3éeg reda u odnosu na

1”, itd, kao Sto je r&Eno nazivaju se neodienim izrazima.

8|8
olo

b) NEPREKIDNOST FUNKCIJA

Funkcija f(X) je neprekidna u ki x, ako je f(x)— f(%) po apsolutnoj vrednosti malo
kada jex— %, dovoljno malo. Drugim r&@ma aproksimacija brojd (x,) sa f (x) se zadaje

nekim malim brojeng>0.

Funkcija f(x) je neprekidna u téki x,, akko je
lim f(x) =lim f(X = (%) .
X— % X— %
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Dakle, limes neprekidne funkcije u ki x,jednak je vrednosti funkcije u toj

tacki
lijgo f(x) = f(x)

NEKI ZNACAJINI LIMESI Ya
) B

. SINnX A
y lim=—==1 |

X-0 X
Prema slici jeAA =sinx, OA= cosx, BB= tgx Sinx

— 1
luk B A= X -1 ¢ > X
Uporedimo povrsinuP kruznog iséka OB A O | COSXA; /By
B trougla OAA i
P, trouglaOB B
2 .
P:Q:Z,(O<X<7_T)' Pl:COSXSInX' F)2 @(’
2 2 2 2 2

R<P<R,
COSX Sinx _ X _ tgx . 2 .
————<—<—-", ako ovo pomnozimo sa—, dobije se

2 2 2 sinx
nejednakostcosx < L < ili konano

sinx  cosx
sinx 1 li sinx =
COSX < < , Sto za sléaj kadax — O, daje p@etnu vrednost: m(]) =1
X COSX X= X
Ovo vredi i uopétendmw, ako f(x) - 0 kadax - c.
X—C X

1
2) |im(1+§)X =e, odnosno [![n (1+x)x=e

X - 0 0
Na osnovu ovih limesa iz¢anavaju se i limesi:

X X

oa-1 . €
lim =In a, odnosno lim
X-0 X X-0 X

=1 itd,
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ZADACI

Odrediti granéne vrednosti funkcija:

_ X*+2x-5_ 2+ 215 3
1. I|rr; 3 =

=——, ovojetiplimesa lim f(x) = f
X-6x  2-6m> 4 0K im (9= 1(%)

NajéeXe se javljaju neodralenosti vrednosti limesa sledgh tipova
[00]

, ©0—00, 9, 1.

% 0
x2+1Y X2 +2x+1 2x+1

jim g lim 2 =202 s

2:8) e X2 -2 xovo 2x+1 wowe X2 —2x+1
2
x+1
im0

o Dx% — 2+ 1

ReSenje: U ovim primerima se javlja neodrdenost tipa 3, pa treba podeliti brojilac i
imenilac podeliti najveéim stepenom promenljive X

1) 2,1
1+ 1+ 54+~
a) lim | % | =1 by im X2 e, wo gt
el 2 oo 2X+ xore 201
X X X
2 4 _ Ayl _
3. a) lim _ X +5x+6 b) Ilrr_1 )3( 62( 27
X~ 3x +7x+12 x--3 X" +3X" + X+ 3
5_
V) lim X FX72 oy iy X 716X

- m—
x--3%3 —4x+ 3 x-2 2%% + 4x— 16

da bi se izbegla ova neodsmost.

ReSenje: U ovim primerima je neoddenost tipa g pa treba izvrsiti pogodnu transformaciju

2
) lim X6y (x3)(x+2)
x-3x2+7x+12  x-3(x+ J( x+ 4

X -6Xx-27 _ ( 9)(X +3) .
2 l~-3x +3xX°+ x+3 =, (x+3)(x2 +1) |>!En-3

3)()(2+3)_ 36

¥+1 5
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i X X=2 L (x+2)(x-1) i (x+2)(x-1
o1 —A4x+3 x-1 X —x—=3x+3 x“1X(X2—1)—3(X—])

im0y xr2
1 (x=1)(x(x+1) =3 *1x+x-3

v)

16
9) 3

4. a)lim (\/ X* +1 - x) b) lim —X+31_2

X - 00 X-1 X2 —

\/x+1 \/ x X— 3 d) \/ +1-1

x/ -2 ~0x?+16-4

ReSenje: Kod neodrdenosti tipa « — o, potrebno je izvrsiti racionalizaciju brojioca,

imenioca ili oba
(m_x)[¢m+x):"m [Heea) - % _

X2 +1+ X = +1+ X

+1- X
—I|m =lm ——

o X +1+ X X*°°\/><2+1+ X

\/x+3 24/x+3+2_ . (VX+3)2- _
1 Jx+3+2 al(xz—l)(\/xT3+2)

x—1 1 1 1
lim =lim

M(X_)(\/XT%Z) 1 (x+ ] (\/sz+3 e V)Z’ 9) 4

lim

X — 00

a)

i X +1-1 . @+ 1-1 \/x2+1+1D\/x2+ 16+ 4 . J 2+ 16 4,

d) X”O\/x +16-4 X*O\/x +16- 4\/x2+ 1%+ 16 4 " NI 1

X — 00 X — 00

5. a)Iim(l—%}x b) Ixi[rg(l+ZX)i v) Iim(i—fﬂx 9) 'im(xjﬂj

ReSenje: Ovi limesi se svode na broj€

1
X -2x EQX 1
a) |im(1—ij = lim [1+—1 ) —ez= L
xmo\T2x)  xee -2x Je
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3 s 6
b) lim (1+2x)x = Ixm(1+2 )x = |XI[T(1)(1+ 2X)2x = €
X X ﬂj(;@i 2x
. + . . x- im -
v) lim 1+X—1—1 =lim 1+i =lim 1+—2 ’ 1:eiﬂmX‘l:ezg) e’
x-= X-1 X X=1) x= x=1
6.a) Im>" b imiZOX ) im X
x-0 2% x-0 X x-0 tgXx
o . . . sinx
ReSenje: Ovakvi limesi se svode nhng— =1
x-0 X
a) Iimsm3><=|. 3EB|n3<=_3mm S|n3=_,
x-0 2% x-0 2[BX 2 =0 X 2
., X . X
B 2si = sin~
by lim 1= _jim 2 —jim —2@inX=10=0, v)
x-0 X X0 X x- 0 5 2
2
lim = =lim =2 [dosx=1

x-0tgx  x-0Sinx

5.3 PRIMENA LIMESA PRI ODRE PIVANJU ASIMPTOTA FUNKCIJA
Asimptote funkcija su prave linije kojima se pridvaju grafici funkcija
= Vertikalna asimptota.

Pravax = a je vertikalna asimptota funkcije f (x) ako jelim f (x) =zc0,

Ako je lim f(x)=x# ili lim f(x)=1o onda govorimo aesnojili levoj vertikalnoj

X-at X—a—
asimptoti.

»= Horizontalna asimptota.

Pravay = b je horizontalna asimptota funkcije f (x) ako jelim f(x)=b.

X — *oo

= Kosa asimptota

f(x) _

Pravay = kx+ n jekosaasimptota funkcije f (x) ako postoji lim —*~=k, a

X — too X
n=lim[ f(x) - ky
Napomena: Ako postoji horizontalna asimptota, negpoji kosa i obrnuto
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y

Horizontalna
asiptota

X
x

* Vertikalna asiptota

7. Odrediti asimptote funkcijé (x) = — 1
X -—
ReSenje:

Kako funkcija ima prekide za =+1, te prave mogu da budu vertikalne asimptote fyakci

Proverimo:

. . . 3 :

lim ——=+0, liMm ——=-00, lim =—00, lim =400,
x-1+0 2 —1 x-10x2 =1 xo-#0xe =1 --r0x—1

Kako je kadax — 1+ 0 grantna vrednost funkcijeteo , funkcija ima dve vertikalne asimptote
X=%1.

Posto jelim —

Xt X =1

=0, funkcija ima horizontalnu asimptotd, - osu, tj pravuy =0

7) Odrediti asimptote funkcija:

1 X+3 2x° -1
ay=—— b)y= V) y=
) x=1 )Y X+1 )Y Xt -4

ReSenje:
a) V.A. Funkcija ima prekid zx =1.
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Kako je lim S 400, lim =—co funkcija ima vertikalnu asimptoty¥ =1.

x-1+0x —1 x-=0x—1

H.A lim 1 =0, funkcija ima i horizontalnu asimptotw, - osu, tj pravuy =0

X-x0 X =1

b)V.A. x=-1iH.A.y=1.
V) VA, Xx=22 iHA y=2.

2 —
9) Odrediti kosu asimptotu funkcijé (x) :3)(—:1';+5
ResSenje:
3x* - 4x+5
o8 TART O -
k= lim f()_ im —X*2  —jim M’:3 £0,
X—zxo0 Y X — +00 X X 00 X2+2X
funkcija ima kosu asimptotu, jer je=3#% 0.
2 — —
n=lim [ £(3) - kg = fim | 2 HF3_g 5/ jjm TIOF Sy
X *00 X #00 X+ 2 Xotw X4 2

Jedndina kose asimptote (leve i desne) ye= 3x-10.
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6. DIFERENCIJALNI RA CUN
6.1 1ZVOD FUNKCIJE

Diferencijalni r&un se pojavio u 17 veku. Danas predstavlja nezamnia sredstvo u reSavanju
mnogih problema savremene nauke.

= Neka je Ax proizvoljna mala vetina koju nazivamgriraStaj argumenta. Kada se

nezavisna promenljiva promeni oddo x+AXx, tada se funkcija promeni oti(x) do
f (x+AX), tj za veltinu Af (x) = f (x+Ax) ~ f( ¥, koja se nazivarirastaj funkcije.

* Neka je funkcijay = f (x) definisana u okolini t&ke X. Ako postoji granina vrednost

y = ()= im & = jm L) ()
Mx-0 AX  Ax-0 AX

tada kazemo da jé'(x) prvi izvod funkcije ili izvod funkcije f (x) u datoj taki x.
» Postupak nalaZzenja izvoda nazivalgerenciranje.
= Ako je f'(x) konana vrednost, tada kazemo da je funkdijterencijabilna u datoj
tacki.
Uobicajeno je da se priraStaj funkcifeyi prirastaj argumentdx, kadaAx — 0, obeleZavaju
sady i dx pri¢emu se tadaly naziva diferencijal funkcijef (x) .

Izvod funkcije je graniéna vrednost (limes) kolénika priraStaja funkcije Ayi
priraStaja argumenta Axkada priraStaj argumenta tezi nuli,

f'(x) _dy g &Y

dx ox-0AXx

Primer 1. Odrediti izvod funkcijey = X po definiciji.

LDy (x+AX) = 2dx+(AN
y _lLrPOE_IAIEO AX _kmo AX -
= i Mﬂim (2x+Ax) =2x.

Ax~0 AX Ax-0

LEVI | DESNI I1ZVOD

= Funkcija f (x) je diferencijabilna u ki xako i samo ako postoje kafre granine
vrednosti, tjidesni i levi izvod funkcije u toj tatki i ako su oni maiusobno jednaki,
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f (x+4x)- f(x)

lim =f,(x) desniizvod,
AX - 0+ AX
lim fx+ax)-f(¥) =f!(x) leviizvod
x-0- AX
f(x)= f(x)
Primer 2. Ispitati diferencijabilnost funkcijef (x) =|x-1 u tatki x=1.
1+Ax)-1)—-(1-
f/(1)= lim (+29-2)-(1-9 _  &x_y,
Ax-0- AX Mx-0+ AX
~((1+x)-1) (-1 _
£(1) = lim (G2 e G T S
AX - 0- AX Mx-0+ AX

Kako je f, (1) # f’(1) zakljutujemo da funkcija nije diferencijabilna wka x=1.

Funkcija f (x) je diferencijabilna na nekom skupu ako i samo akge diferencijabilna u
svakoj tacki tog skupa.

= Ako je funkcija f (x) diferencijabilna u nekoj t&ki, onda je onameprekidna u toj
tacki. Obrnuto tvdenje ne vazi.

Primer 3. Ispitati diferencijabilnost funkcijef (x) =|x-1 u tatki x =1.

Kako je f, (1) # f/(1) zakljutujemo da funkcija nije diferencijabilna wta x=1,a je
neprekidna u toj tki.

xsinE , X0

Primer 4. Ispitati diferencijabilnost funkcijef (x) = X utaski x=0.
0, x=0
Funkcija je neprekidna udki x=0, ali nije diferencijabilna jer
Axsini
jim &Y = im — DX~ jim sin—= ne postoji
-0 AX  Bx-0 AX Ax-0 AX

6.2 OSNOVNA PRAVILA DIFERENCIRANJA

= Ako su funkcije f (x) i g(x) diferencijabilne u ki x, tada vaZe slede pravila:

a) y=cOf(X) = y=dIf(%,  c=cont
b) y=f(x)£9(x = y= (3= ¢( 3
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=t(Jro(y = y= (3 d ¥+ (¥ Y X
g)y‘% ()¢o@y:f(x)g(x)‘d(>9f(>§

9(¥’
Dokaz:
2y =lim ch(x+AAx))(— cOf( ¥ - cflim f( x+AA2— if )): e (%)
y = fim f(x+ax)x g(x+AX-( f( = ¢ >))=
b) AX} At AX "
-, AX))( s, 2 A)i L (92909
v y=lim f(x+Ax)[g(x-;A>§— f( ¥ Og ))z
i O A%) Cy(x+ A%~ 1} 0 >)+ fea 0§ k- € *x8 )@ )x

f(x+AX)—f(X)Eg(X)+|im ( A)§ q))Df() P a9+ d( 3 X

Ax -0 AX Ax -0

Izraz podg) se dokazuje na skn n&in.

TABLICA OSNOVNIH IZVODA

: y=x, y=ax™, | y=cosx, Y ZAIEEo
y=consi, y' =0, 1R L y =- 1 .
a , y =-sInxX, [1_X2 !
y:\/;(, y’:—l ; y=a*, y=alna, y:tgxil’_ y-:arc;.gx’
2\/; y,: ; y = 21
cos X 1+ x
y—Ioga y = ctgx, y = arcctgy,
y:ex’ y’:e?(, , 1 . ' 1
__| 0< az 1, =- : TR
0g. V=2 Y =S 1+x?
y = arcsinx,
1. X
y=Inx, y ==, y=sinx, y'=cosx; | ,_ 1 . [In[f()[]= >
X y = 1 5! f(X)
- X

Tablica izvoda je dobijena primenom definicije ragaline funkcije
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Primer 5. y=C, C=cons

X+ AX
y':Iimﬂ=Iim ( ) y(>§ I|m —Ilm 0 =lim0 =0 Ox0Oj .
Mx-0 AX  Ax-0 AX Ax-0 AX Ax-O0AX Ox0

Primer 6. y:ﬁ

y = lim &Y Ay _ fim YXTAX=V X \/x+Ax \/_x \/ x+ Ax—\/_x N X xh/_x
M-O0AX Ax-0 Axﬂo AX \/X+AX+\/;(
1 1

= I|m

0\/x+Ax+\/7< 2 x

Primer 7. y =sinx
. . 2co x+g DsinA—X
, Dy _ . sin(x+Ax)-sinx 2 2
y =lim —=Ilim =i =
Mx-0 AX  Ax-0 AX Ax-0 AX
sin—
= lim cos(x+%JEl—2= COSX
AX-0 2 g
2
Primer 8. y=a
Ny @t ea ax(aAX‘l)
y =lim —=Ilim =lim =
Mx-0 AX  Bx-0 AX Ax-0 AX
)
a*dim-—-~>~=a*llh a
Mx-0  AX

Napomena Iz ovih primera vidimo da je trazenje izvoda faip& pomau definicije veoma
sloZzen postupak. Zato koristimo tablicu izvodaayiia za aritmetike operacije.

Primer 9. N&ci izvod sledéih funkcija:
2
a) y:\3/; =X
y' :ZD(§_1 :gD(_% = 2
3 3 3Yx

b) y=4xX +2xX - 3++/ X
1 1

(o) (20) (3 o (5] = 40" ot e s g2t an
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V) y= X COSX

y':(xz)' CosSX+ xz(cos>§': X cose X sine k 2cox X sil

X2 -1
QJ)y—X2+1
(-0 e rn)-(e-giferd | 2+ §- 2{ 8-}
77 (e +1) N
_2CH2x-2X+ 2% AX

(x2 +1)2 (x2+1)2 '

6.3 1ZVOD INVERZNE FUNKCIJE

= Neka je funkcijaf (x) monotona i neprekidna u okolinitee x , a diferencijabilna u
tacki X, tj f'(x)#0.
Ako je x= f*(y) inverzna funkcija funkcijef (x), tada
izvod inverzne funkcije definiSemo kao

' 1

(P00 =5

Dokaz:
AXx Ay

Znajwi da je funkcijay = f(x diferencijabilna,Ay - 0 kadaAx - 0, pa dobijamo

im f (x+Ax) - f(x)[llim f(y+Ay) - Fl())zl
Mx-0 AX Ay 0 Ay

() (y)) =14 (1 (y))’:f’(x)'

A_i%:l'tj f(x+Ax) - f(x)Df‘l(y+A)0— Fl())zl

[ERN

Primer 10.  y=arcsinx

Kako je x =siny inverzna funkcija funkcijey = arcsinx dobijamo
1 1 1 1

(siny) €Oy Ji-sity i-x

(arcsinx)' =
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6.4 1ZVOD SLOZENE FUNKCIJE
= Ako je data slozena funkcijay=f(g(x) i ako su y=f(u) i u=g(x
diferencijabilne funkcije (funkcijag(x) diferencijabilna u t&i x, a funkcija f (u)
diferencijabilna u t&i u=g( X)), onda je

y = f'(u)g(¥
Dokaz:
Neka je2r =20 AU iim &0 2 jim A0 Y _jim AT g 2Y.
AX Au AX "™&x-0AX Ax-0AU AX x-0AU Ax-0AX

Znajui da je funkcijau = g( X) diferencijabilna,Au — 0 kadaAx — 0, pa dobijamo

A\ BN Au .,
l!(rpo&_ylmoml:gmo&’tj y=f (U)[Q’(X)

Primer 11. N&di slozeni izvod sledgh funkcija:
13
a) y=(1-2x)

y =13(1- %)“[{ ) =-2¢ + X"

b) y=3sin4x
y =12cos&[f &) = 48cosH.

v) y=sin* x

y' =4sin’ x[ﬂsinx)' = 4sif x cos.

g) y=¢e >
y, _ ex2_2x+2 [Q X2 -2 %+ 2)' — ( 2y 2) é2_2x+2 .

6.5 LOGARITAMSKI 1ZVOD

_ h(x)
» |zvoda funkcije oblikaf (X) - g( X) dobija se tako Sto se funkcija prvo logaritmuje

Inf(x)=h(x)0n g( ¥

zatim se trazi njen izvod,
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00 (el de 1 a8 )
Fg T a()+ e

f(x) = f(X)(H(x)El]n o 3+ K ))BZ((—XX))j
(g(x)h(X))':(g(X)h(X))(h( Nn o 3+ I ﬁ%}

» |zvod se moze dobiti i kor&njem pravila

. (" = e 2 goindy

Primer 12.  Naci izvod sledéih funkcija:

a) y=x

Prvi n&in:

INy=InX = In y= xn x

Loinx+1e y=y(Inx+l) = y= x(In % 1)
y

Drugi n&in:

y:Xx:exlnx

y =(e?""x)' = & [fin x+1)

1

b) y = x
1 }ﬁx
y:)(x:ex
' 1D< In x
1[Ihx ilI]hx o - }ﬂhx —
y':(ex J:ex [_}Xizz & d’l#
X X
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6.6 1ZVOD IMPLICITNE FUNKCIJE

= Ako je funkcija zadata u implicitnom oblikk (x, y) =0 i diferencijabilna po

promenljivim X i y, a F'(x, y) 20, onda je

oF (X, y) - ( )

; - _ [1)4 X X,y

FO="5E (x ) Y= y)
oy

Primer 13.  Nadi izvod funkcije X' + y* = X y?

Fxy)=x"+y"=x*y* =0

aF (Xa y) - 4X3 _ 2Xy2
0X
aF (X’ y) - 4y3 _ 2X2y
ay
oF (x,y)
3 _ 2
Fi(x) = - X :_4x3 2x32/
oF(x,y)  4y*-2x%y
ay
Drugi n&in:

Kako je 4x* + 4y’ y = 2xy* + 2X y, dobijamo
4x% - 2xy°

4y3y—2x2y:2x;f—4>?,3/(4y3—2x2)==2>qf—4>€,y:—2X2_4ys

6.7 1ZVOD PARAMETARSKI ZADATIH FUNKCIJA

Ne ka parametarski zadate funkcije f(t) i y = g(t) imaju izvode u t&ki iz intervala
td(m,n), pricemu je f’'(t)#0, tada i funkcijay = f(x) imaizvod u odgovaragoj tacki
x(a,b) ivazi jednakost

a9 _y

f =23/ =7

0=t
Primer 14.

Neka je funkcija y = f(x) definisana u parametarskom obliku jetinama: x = 2t + 1
y=f—3t+5t0R. Naiizvod funkcije f(x) utaki x=3.
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ReSenje:

Za x = 3dobije se = 1 Trazeni izvod jef (x) :?,—8 :Ty :ZtT_spa jef' (3= —%

6.8 GEOMETRIJSKO ZNA CENJE 1ZVODA

Neka je funkcijaf (x) neprekidna u tki X i definisana u nekoj njenoj okolini.

y
A B
Af
Ay (x)
A X

B »

X X+AX
- .. . 5 o . Af (X)
Koeficijent pravca s&ce koja je povtiena kroz téke A i B iznosik, =tga = A
X

odnosno jednak je tangensu ugla kofise AB zaklapa sax - osom.
KadaAx - O, tatka B teZzi ta&ki A, s&ica AB postaje tangenta uctd A.

Koeficijent pravca tangente (prave) koja je p&ema kroz téku A iznosik, =tgf. Kako

tga - tgB, kadalAx - 0 k. :limoAfA—(XX) =y (A), onda je to izvod funkcijef (x) u taki A.

= Zakljucujemo da je koeficijent pravca tangente ¢kiaA, jednak vrednosti prvog

izvoda u toj taki. Drugim re&tima prvi izvod funkcije u t&ki je jednak brzini (trenutnoj)
promene funkcije u toj tki.

» Jednafina tangente u t&ki A glasi Y~ Ya = f,(XA)( X= >&\)

1
» Jedn&ina normale utatki A glasi Y~ Ya="— f’(x )(X‘ &)
A

Primer 15.  Nadi jednainu tangentu funkcijey = * +1 u njenoj taki A(L,2).
Kako je y' = 2x, dobijamok, =y ( A)=2[1=2
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Jedndina tangente je prava koja prolazi krozkia A, a koeficijent pravca j& =2.

y-2=2(x-1), odnosnoy = 2x.

6.9 DIFERENCIJAL FUNKCIJE

= Ako funkcija y= f(x) u nekoj taki x diferencijabilna, izra zf'(x)Ax naziva se
diferencijalom date funkcije u t&ki x. Ozn&ivSi diferencijal funkcije saly imamo:

dy= f'(X)Ax
dy = f (x)dx
y A A 5
T
A X
X X+ AX f

= Diferencijal funkcije f (x) = x iznosi dy =1[AX, tj dx=AX.

_dy

= Izvod funkcije se moze definisati preko difereniaijkao f'(x) , a diferencijal
X

funkcije je:
d[ f(x)]= (X dx
= Diferencijal funkcije je proporcionalan priraStatgumenta.
Ay = dy
Ay = f(x+Ax)- f( Q= f(XAx
f(x+ax)= f(x)+ f'(XAx
. o Ay, .. A\ A ,
Dokaz Znajui da je llxrp()& =f'(x), dobljamo&— f'(x) =a(Ax) .4
Ay = f'(x)[Ax+a (A A x i uzimajui da jedy= f'(X)Ax dobijamo Ay = dy

Diferencijal funkcije jelinearna funkcija priraStajaAx, pa je mnogo jednostavnije odrediti
diferencijal date funkcije nego njen prirastgj. Tacinjenica se koristi u pribliznom &anu.

= Za diferencijal funkcije vaze gha pravila kao kod ivoda funkcije
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d(cf)=cd( )
d(f+g)=d(f)xd(g
d( f

f)_d(f)o-fd(g)
o5)

Primer 16.  Naéi diferencijal funkcijey = 2x° + 3x
dy=ydx=(6 X +3) d>

Primer 17.  Primenom diferencijala funkcije priblizno iznanati:
a) sin3? b)cos59

a) Koristicemo formulu f (x+Ax)= f(x)+ f'( YA x.

Ako je funkcija f (x) =sinx, tada jed (sinx) = cosxdx= cos{ x pa je

sin(x+Ax) = sinx+ cos\ x. Za x=30° ,Ax= T :1l imamo:

sin3f:sir( 30+ i)z sin 30+ cos@@l:£+ﬁgl= 0,5.
180 2 2 180

b) f(x)=cosx ,hx= 660=" Ax=-1=-"" Tadaje:

) ( ) 3 A 180 J

cos59 = coé 60— O]): cos 86 sinE]é—lj:£+£Bl= 0,E.
180 2 2 180

6.10 1ZVODI | DIFERENCIJALI VISEG REDA

= Izvodi viseg reda funkcijey = f (x) definidu se na sledenasinn:

I

yo =y Y™ =(y7) n=01x
= Diferencijali viseg reda funkcijey = f (x) definidu se na sledenasinn:
d’y=vy d™y=d(d"y) n=0,1, X
= Za funkciju kazemo da je puta diferencijabilna u t&i x, ako postoji kon&an k - ti

izvod f*(x), za svakok =0,1, K n.
= Ako su funkcije f i g n puta diferencijabilna u t&i Xx,onada vaze sleda pravila:
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(c[lf x) —ch x
(F(£9(x)" = ()" o 3"
(1 () (x)" 2(:‘Jf(x)<“-” o 4" Lajbnicova formula

Primer 17.  Odrediti drugi izvod funkcija:

a) f(x)=v1+ 2,

Viext -2
£(x) = X £(x) = o V1+x® _ 1 .
N (1+x?) (1+¢)V1+ %
b) f(x)=¢€*

f'(x)=-2xe* , F(N=-28"+(-2¥ &= & (4% 3.

Primer 18.  Odrediti tr&i izvod funkcija:

a) f(x)=cos x,

f'(x) =2cosx(- sin) == sinX ,f'( Y =- 2cos2 {'( ¥= 4sink
b) f(x)=x%Inx,

f'(x)=2xInx+x, f'(X=2Inx3, f'( y==

Primer 19.  Izracunati f© (0), gde je f (x) = ¥ €

ResSenje
Za funkciju f (x) = X €& imamo redom

f'(x)=2xe"+ X & =2( %+ } &,
fr(x)=2((2x+ D@+ A £+ ) &)= 4 2%+ 4x } &,
P7(x)=2((ax+ 4) &+ f 2@+ ax+ } &)= { 2+ 6% p &,
£ (x)=4((ax+6) & + 2 28+ 6x+ § &)= 16 %+ 4x p &
PO (x)=16((2x+ 4 & + { X+ ax+ § &)= 3 &+ 5% p &

Na osnovu dobijenog izvoda nalazimo daf{é (0) = 160.
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6.11 MONOTONOST | EKSTREMNE VREDNOSTI
FUNKCIJE

MONOTONOST FUNKCIJE (RAS CENJE | OPADANJE)

= Nekajef :[a,b] ~ R, diferencijabilna nda,b). Tada jef
1. rastua ako je(OxO(a b)) (%) >0.

2. opadajéa ako jd0x0(a b)) (X <0.

EKSTREMNE VREDNOSTI FUNKCIJE

Aky

oa x x x b

= Maksimum i minimum funkcijef (x) su take u kojima funkcija menja smisao
monotonosti, tj prelazi iz opadanja udesje i obrnuto.

=  Maksimum i minimum funkcije nazivaju skstremumimaili ekstremnim
vrednostima date funkcije.

= Neophodni uslov za ekstremum.

Ako diferencijabilna funkcijay = f(x) ima u t&ki x =X ekstremum (maksimum ili
minimum), tada je u toj tki f'(x)=0, (Fermaova teorema).

Iz navedene teoreme sledi da, ako je funkéifx) diferencijabilna, da tada ona moze imati
ekstremum samo udikkama u kojima je njen izvod jednak nuli; obrataklggak ne vazi.
Naime, ako jef'(x) =0, ne mora znati da ta t&ka predstavlja ekstremum funkcije.

Tacke u kojima je f'(x) =0 nazivaju sestacionarnim tatkama.
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= Ako je funkcija f(x) neprekidna u nekom intervalu koji sadrzi stacoioataku X;
tog intervala i diferencijabilna u tom intervalako je:
1. f'(x)>0, x<x,i f'(x)<0, x> x, tada jef (x ) = maxf(x),
(Drugi izvod u toj tacki je maniji od nule)
2. f'(x)<0, x<x,i f'(x)>0, x> x, tada jef (x)=min f(X);
(Drugi izvod u toj tacki je veéi od nule)

Sto zn&i, ako izvodna funkcijaf'(x) menja znak pri prolasku krozc¢tau x tada funkcija
f (x) ima ekstremum u & X .

Dakle, pri ispitivanju ekstremuma funkcije= f (x) pomau prvog izvoda odijemo:
f(x),
. stacionarne tke iz f'(x) =0 i tatke prekida izvodne funkcijé'(x),

1
2
3. znak izvodaf'(x) sa obe strane kréiih tesaka,
4
5

. vrednost funkcijef (x) za svaku od kritinih tataka.( to su ekstremi ako postoje)

. Vrednost drugog izvoda u stacionarninskiama:
a) y'">0 -radi se o minimumu;
b) y"<O0 -radi se 0 maksimumu
v) y'"=0, mora se traziti izvod viSeg reda. Ako je nepazmod viSeg reda razit od nule
funkcija u toj t&ki ima prevojnu taku ili tacku infleksije tj. prelazi iz konkavnosti u

konveksnost ili obrnuto (nema ekstrem u tékta
IIpumena u3Boaa 3a oapehuBame ekcrpema pyHkumje

Primer 20.  McnuTtaTé MOHOTOHOCT M OJJPEIUTH cKcTpeMe GyHKmuje Y = X —3X+1.

y =3x¥-3= y=0= 3¥- 3= 0= x== . Nule prvog izvoda sx =1, x=-1.

y'=6x, y'@)=6>0 = U toj tatki je minimum funkcije
y'(-)=-6<0 = U toj t&ki je maksimum funkcije
X (-o-2) | (39 | (L)
x-1 - - +
X+1 - + +
y' + - +
y Nl 4 N
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Na osnovu tablice zakkujemo da funkcija na trazenom intervalu opada¥-1,1), raste za

x0(=c0,~1)U(Le0). Funkcija ima maksimuny =3 za x=-1, minimumy = -1 za x=-1.

6.12 ISPITIVANJE TOKA FUNKCIJE
Ispitivanje osobina funkcija i crtanje grafika ramti kroz sledée korake:

Odretivanje domena funkcije.

Odretivanje nula i ispitivanje znaka funkcije

Ispitivanje parnosti i neparnosti funkcije.

Ispitivanje ponaSanja funkcije na krajevima obladéfinisanosti i odmdivanje
asimptota funkcije

Ispitivanje monotonosti i oddévanje ekstrema funkcije primenom izvoda funkcije
Skiciranje grafika funkcije.

PwpNPE

oo

ZADACI
1 Dokazati da funkcijay = X’ —3x + 6x+ 10 nema ekstremnih vrednosti

ResSenje:
Prvi izvod glasi y'=3xX-6x+6. Da bi funkcija imala ekstreme potrebno je da

y' =3x° - 6x+ 6= 0. Ova jednéina nema realnih reSenja, nema stacionarriiakes pa samim
tim ni ekstrema.

2 Odrediti ekstreme funkcijef (x) = X =18x+ 5.

ReSenje:
Prvi izvod funkcije je f'(x) = 2x-18.
f'(x)=2x-18= 0= x= 8 je stacionarna tka i mogui ekstrem. Da bi ova vrednost

predstavljala ekstrem funkcije mora da u njofiel@o promene znaka prvog izvoda. Zaista za
x<9, f'(x)<0 i funkcija opada, a zax>9, f'(x)>0 i funkcija raste. Zakljpujemo da

funkcija u taki x=9 ima minimum koji iznosif,, (9) = -76.
3 Odrediti ekstreme funkcijé (x) = X’ =3X - 9x+ 5.
ReSenje:

Prvi izvod funkcije jef'(x) =3x* - 6x— 9. Nule prvog izvoda funkcije su=3, x=-1.

Drugi izvod funkcije jef"(x) =6x-6.
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Kako je f"(3)=12>0, a f"(-1)=-12<0, funkcija za Xx=3 ima minimum

f.un = f(3)=-22, azax=-1 ima maksimumf, = f (-1) =10.

min

4 . Odrediti ekstremne ke i intervale monotonosti funkcijg = 2>¢ + 3% — 12x+ 1.

ResSenje:
y =6x +6x-12= X + x- 3. Nule prvog izvoda s = -2, x=1.

X (~-2) (29 | (L)
X+2 - + +
X+1 - - +
y' + - +
y Z ] yd

Na osnovu tablice zakljujemo da funkcija ima maksimum ze= -2, fmax(—Z) = 21minimum
zax=1, f . (1)=-6

5. odrediti najvéu i najmanju vrednost funkcijg = X' -2 +5 na intervalu[-2,2].

ResSenje:
Vrednosti funkcije u krajnjim &kama intervala sy (-2) = y(2) = 13,
y =4x’-4x i moguwe ekstreme funkcije dobijamo kao nule prvog izvoda.

4% -4x=0,x= 0,x==%1.
Yo (0) =5, V(=D = 4,¥in( 3= 4 Prema tome najéa vrednost na intervalu jg =13, a
najmanja vrednost na intervalu ye= 4.

6. Ispitati i grafiki prikazati sledée funkcije:

a) y=xX+6xX +9x, b) y=x'-2x+3,
C) y=xX-6X+9x-4, d) y=x(3-x).
ResSenje:

a) y=xX+6X +9Xx

Domen: D, : OxUR.

Nule funkcije: y=0 = X +6X+9x= 0= X ¥ 3 = 0= x @ x-:
Presek say osom:Funkcija sée y - osu u koordinatnom getku.

Znak funkcije: Za xO(-e,0) , y< 0, zax[0(0,»),y> 0.

Asimptote: Funkcija nema asimptota.
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Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti:y' =3x* +12x+ 9zay =0 « x=-10x=-3.

(-3 | (3-9| (-1
3x* +12x+ 9 + - +
y' + - +
y z ] Z

Za xO(-0,-3)U(-1+») y'>0 iyZ ,zaxO(-3,-1) y'<0 iy]
ymax(_g) = O ’ ymin(_]) = _4'

Yy A

\\
X
\4

b) y=x'-2xX+3

Domen: D, :UxOR.

Nule funkcije: Funkcija nema realnih nula..

Presek say osom:Funkcija sée y - osu u taki (0,3).

Znak funkcije: y>0 zaOx[O D, .

Parnost, neparnost: y(x) = y(- X funkcija je parna.

Asimptote: Funkcija nema asimptota.

Intervali monotonosti [ ekstremne  vrednostiy' = 4x° - 4x= 4x( X - :I) za

y =0 x=00x=%£1.

(~=1) | (-1.0) | (0.1) | (1)
x*-1 |+ - - +
y' + - +
y ] Z ] Z

ymaX(O) :31ymin(i]) =2
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c) y=xX-6X+9x-4

Domen: D, : UOxOR.

Nule funkcije: y=0« X -6X+9x-4=(x-(x § - x T x ¢
Presek say osom:Funkcija sée y - osu u taki (0,-4).

Znak funkcije: Za xO(-,4) ,y< 0, a zax((4,»),y> 0.

Asimptote: lim y=+o0 funkcija nema asimptota.

X — foo

Intervali  monotonosti i ekstremne vrednosti:y =3x* —12x+ 9= { ¥ - 4x+ 3 za
y =0« x=10x=3.

(-.2) | (1.3) | (3:0)
x*—4x+3 | + - +
y' + - +
y Z ] Z

Yiex (1) = 0, Yin( 9 = = 4.

v

d) y=x(3-x

Domen: D, : OxUR.

Nule funkcije: y=0 < x=00x= 3.

Presek say osom:Funkcija sée y - osu u taki (0,0).
Znak funkcije: Za xO (-«,3) y>0, a zax[0(3,0) y<O0.
Asimptote: lim y=n funkcija nema asimptota.

X — *oo
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Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti:y =6x-3xX zay =0 < x=00 x= 2.
Za xO(-»,0)U(2,+) ,y < Qi y] ,azax0(0,2),y>0iyZ

Yrax(2) =4 Yo (0 = ©.

A
y
3
0 2 X
7.a _ 2X b) v = 3 c :2x—1
) y 1+ 2 ) y X2 _1’ ) y (X_l)z,
) :x2—4 o) :x2—2x—3
21’ 2x—-x
ReSenje:
a) . 2X
1+ %2

Domen: 1+ x* >0 ,D, :OxO R.

Parnost, neparnost: y(x) =-y(-X funkcija je neparna.

Nule funkcije: y=0 < 2x=0< x=0.

Presek say osom:Funkcija sée y - osu u koordinatnom getku.

Znak funkcije: Za xO(-e,0),y< 0, a zax((0,»), y> 0.

Asimptote: Xlirpw y=0 pajey=0 (x-0sa) horizontalna asimptota funkcije.

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: y' = (2( _X)) y =0 x=10x=-1
+
(=) [ (1) [ (1)
1-x° | - +
y - + -
y ] Z
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3
b =
) Y=z

Domen: D, : xO(=c0,~1) U(=1,) U( 1+e0).

Parnost, neparnost: y(x) = y(- X funkcija je parna.

Nule funkcije: Funkcija nema nule.

Znak funkcije: Za xO(-e0,-1)U(L+e) ,y> 0, azaxO(-11) y<O.
Parnost, neparnost: y(x) = y(-x), funkcija je parna.

. L _ . 3 3 _
Asimptote funkcije: J'Hlo 1 +00 XILTOXZ_l_ 0, XIﬂlr_nmxz_l— 0, Xllr_nHXZ_ 1
Prave x =1 su vertikalne asimptote funkcije.

lim f (x) =0, paje pravay =0, tj. X - osa horizontalna asimptota funkcije.

X — *oo

= +00 ,

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: y' = ( 2—6x)2 .y =0< x=0.
X -1
Za xO(-»,0),yY>0i yZ ,azax0(0,+»),y <0i y]
Yinax (0) = =3
A
J | k
M1 .
| | X
| /ﬁ
0) y= 2x-1
(x-1)°

Domen: D, : xO(=c0,1) U(1,+00).
Nule funkcije: y=0 < 2x-1=0< x:%.
Presek say osom: y(0) =-1.

Znak funkcije: Za XD(

N

,+ooj, y>0,a zaxD(—oo,%j, y<O0.
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Asimptote: lim y=0 pa je pravay =0 horizontalna asimptota.
Iirri y =+c0, pa je pravax =1vertikalna asimptota.

Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: y' -T2 y =0« x=0.

(x-1)"

Za xO(-o,0)U(1+) ,y < Ci y] ,azax0(0,),y<0iyZ, y,. (0)=-1

d) y=
Domen: D, : xO(=c0,~1) U(=1,9) ( L).

Parnost, neparnost: y(x) = y(- ) funkcija je parna.
Nule funkcije: y=0 < ¥ -4=0e x=%2.

Presek say osom: y(0) = 4.

Znak funkcije:

(=04 (24 (-4 (@f (2¢
X2 - - + + + -
X4 - - + - -
y + - + - +

Asimptote: lim y=1 pa je pravay =1 horizontalna asimptota.

lim y=-co, |lim y=+c, |lim y=+40, |im y=-co pa su prave x=zx1 vertikalne
X--1-0 X =1+0 x-1-0 X-1+0
asimptote.
) .. o 6Xx ,
Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: y' =———, y'=0 = x=0.

(x*-1)
Za xO(-»,0),yY<0iy] ,azax0(0,+»),y>0iyZ .
Yoin (0) = 4.
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

_ X' -2x-3
2x— X
Domen: D, : xO(-e,0)U(0,2 U( 2;+c).

e)

Nule funkcije: y=0 < ¥ -2x-3=0- x=-10x= &
Presek say osom:Funkcija ne s& y - osu.

Znak funkcije: Za x0(-1,0)U(2,3 ,y> ( zaxO(-»,-1)U(0,2U( 3p0) ,y< C

(-)°-2(-%)-3_ x*+2x-3
T

Parnost neparnost: y(-x) = z y( X #-y ¥. Funkcija nije ni

parna ni neparna.

Asimptote: lim y=-1 pa jey=-1 horizontalna asimptota.

X —

limy=+0c, lim y=-c, lim y=-co, lim y=+co pasux=0 i x=2 vertikalne asimptote.
X - 0+ X - 2- X - 2+

X—0-

: i, o 6(1-x)
Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti: y :W’ y=0e x=1.
2X -

Za xO(-»,1),y>0i yZ ,azaxO(L+wo),y<0i y]
ymax(l):_4'

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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6.13 OSNOVNE TEOREME DIFERENCIJALNOG
RACUNA

Lopitalova teorema

= Ako su funkcije f(x) i g(x) diferencijabilne u nekoj okolini tke a, pri ¢emu je
Ixinlf(x)=lixmag(x):0 ili (+) i g'(a)#0, tada je:

im ) i £
Me() g (R

Dokaz

Dokazimo teoremu samo u &aju %

f(x)_ f(x)-f(a)

Kako je f (a)=g(a)=0, vazi =

9(x) 9(¥9-99

Na osnovu KoSijeve teoreme tada postoji bar jedtiatc takva da je

i odakle dobijamdim f(X):im f'(x).
FICHEIC I i T

f(x)- f

(a)_ f'(
9(x) - o

d(

22

9
)

)i
fla)=o(a)= (= d(9=K = 1(n_l)( d= én_l)( 3=0i g(n)(a)¢0,ondaje
lim f(x)znm f'(x)zK —iim £ (%)
wag(x) xag(¥ Ca g ()

Napomena:U sluiiaju neodréenosti tipa ‘Oldo” i “ 0 —00 ", funkcija se mora transformisati u

oblik % ili 3", pa zatim primeniti Lopitalova teorema. U &ju neodrdenosti “0°, “1°”
(0]

ili “ «°”, funkcija se prvo logaritmujéime se svodi na jedan od pomenutitiajava.

Primer 21.  Primenom Lopitalove teoreme odrediti grare vrednosti:

. sinx _ ..
a) I|m—:I|mOcosx:1;
X

X0 X
-2
. 6-2Inx . « .1
6) lim = lim X =-lim —= =0 ;
) X - +00 X2 X — +00 2X X +00 X2
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. 1 . (cosx 1) .. X COX— Sirx
B) lim| ctgx—— |=lim| —-—"|=lim| ——
X0 X -0\ sINX X x-0 Xsin X

. COSX— X SiNX— COX) .. - X Sirx . - Sine X co
=lim - =lim| —— | =lim —1=0.
x-0 SinX+ X CosX x-0\ sinx+ X cosx) x-0\ 2co%x X Si
1 1
X

. . Inx .. . .
) lim xIn x=lim =lim =—lim —%_ =-lim x=0 .
X +0 x-+0 1 x-+0 1 x-+0 1 %o +0

X X X
1

. . M lim xIn x lim —= _ —lim x
A |II’T(‘)1 X=limd* =zg% =gz ¥= g% = %=1
X-U,

X- 0,

Medu najvaznije teoreme diferencijalnogcuaa spadaju teoremsrednje vrednosti One
pokazuju da se iz same egzistencije izvoda funkeize mnogo zakljiti o osobinama
funkcije.

Ove teoreme prevazilaze okvire ovog materijalacertti razraivane.
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/. NEODREBENI INTEGRAL

7.1 POJAM PRIMITIVNE FUNKCIJE | NEODRE BDENOG INTEGRALA

Ovde se razmatra obrnut problem problemu diferangr. Traimo funkciju¢iji je izvod
odnosno diferencijal poznat.

Definicija: FunkcijaF (x) je primitivna funkcija funkcije f(x) na intervalu(a, b) € R, ako u
svakoj t&ki tog intervala vazi jednakost

F'(x) = f(x), pricemu jeF: (a, b) — R.

Ako je F(x) primitivna funkcija funkcije (x) onda je to i funkcijef(x) + € (gde je C
proizvoljna konstanta) , jer je

Z[F(x)+C]=F(x)

d[F(x) +C] = f(x)dx
[d[F(x) + €] = [ f(x)dx

= [ Flx)dx=f(x)
I=[f(x)dx=F(x)+C

Definicija: Integral funkcijef(x) je skup svih njenih primitivnih funkcij&(x) + C.

Konstanta integracij€ se odrduje iz datih vrednosti funkcije za odenu vrednost nezavisno
promenljive ( iz tzv. péetnih uslova).

Primer 1. ) FunkcijaF(x) = arcsinx je primitivna funkcija funkcijef (x) = aTi--! za
x e (_ l,l), jer je [E{TCF&H:‘-‘]J = 1%!-

b) FunkcijaF (x) = sinx je primitivna funkcija funkcijef (x) = cosx, jer je
(sinx)' = cosx.

7.20SOBINE NEODREDENOG INTEGRALA
d([ flx)dx)= f(x)dx  odnosnp[ f(x)dx]" = f(x),
[dF(x)=F(x)+C

J ) £gl)ldx =] flx)dex [ glx)dx
[A+ flx)dx= 14 flx)dx,vieEHR

PonNnPE
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U tablicama se daju vrednosti integrala osnovnitkéija. Prilikom reSavanja integrala ostalih
funkcija oni se odrdenim transformacijama svode na integrale osnowmbkdija. Videli smo
da su izvodi prostih funkcija proste funkcije. Kimtiegrala prostih funkcija ne mora da se
dobiju proste funkcije.

7.3 TABLICA OSNOVNIH INTEGRALA
1. [ de=x+¢,

2. [ xdx=%4C

" _I'F'+;
3. [ x"dx= 3
4. f % de=Inlxl+C ili [ Z=Inlxl+C
5. j a® dx = E‘FC
6. [ efdiz=e®+ C
7. | sinxdx=cosx +C
8. | cosa_dl =-sinx+C
9. | 5'"1: —dx =-ctgx + C
10. [ —zdx=tgr+C
11. [ gy = arctgx + C

1+ T —agrectgx + O
12.j T dx :§m“r:rgi +C

13. [ =—=—1In

xTa
oTx

14. [ =
15. | %.: ¥ =

16. [ ——sdx = arcsin= +C

arcsing +— ¢
—arccosx +C

1 1+x

= Zln|—=

2 1-x=

18. [ %= n|x+ 27 1]+

19. [+ d\—ln‘x—ﬂm‘—c

Metode integracije
Integracija ili integraljenje funkcija moze da s8isledéim metodama:

- Direktna integracija,
- Integracija smenom promenljive,
- Parcijalna integracija
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7.4 DIREKTNA INTEGRACIJA

Ova metoda se koristi kod jednostavnih funkcijeeksg lako svode na tabite integrale.
Primer. 2. Neka jef (x) = 5x° + 2x* — 3x + 7, tada je

[ (5x3+2x% —3x+ 7)dx =

[ 5x3dx + [ 2x°%de — [ 3xdx+ [ Tdx=

5/ x¥dx+2 [ x*de—3[ xdx+7[ dx =
& B 2

5B—+2——-3=+7x+C.

Primer 3. Neka jef(x) =z, tada je

[ Vxdx=] vidr= 25 4 C =2 L ¢

=+1 3

.1'2
¥ 1

=[x = [(1- 2 )dx =

=[dx—]

dx

Primer4. 1= ]

1
= dx =x—arctgx+C

7.5 INTEGRACIJA SMENOM PROMENLJIVE

Ova metoda smene promenljive sastoji se u zamemngmljivex novom promenljivony ()
koja je strogo monotona i diferencijabilna funkcija

Jfx)dx = [g(thg(t)dt

Nakon integracije vigamo se na prvobitnu promenljivu.
Primer 5. Izr&unati integral [ = [ e**dx.

Uvedimo smenu: 2 =t.
Tada sledi da je :

s it
de = (=t )dt =Lar
[ e=dx=[ e* -}dr=} f e’dr=}e’=§e“+c.

Primer 6.  Izracunajmo integréfi(ax + b)" dx.

~ ax+hbh =t 4
[(ax+ b)Y dl_{an’x=d1‘:‘-dx=%dr}_ [z Edr_
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1t 1 (ax+b)"m+t
2L _iley L
[

n+1 a n+1

Ponekad je podintegralna funkcija takvog oblikgedmogite primeniti neku od sledd
formula na osnovu metoda smene.

(”) +1
_ ! :[f(x)]n c
n+1 n+1
f(x):t

(1) J%dxz{f'(x)dx: dt} = %: Inft| =In| f(x)+C.

Primer 7.

jsi'nx - cosxdx ={ sinx =t } = f tdi=1t? +c=lsinx+C

cosxdx = dit 2 n
Primer 8.
sinx =t t .
j@—sxdx: = d—:In|t|+C:In|smx|+C.
sinx cosdx=dt t

Primer 9. [texds=?

Ovde se koristi identitetzx = =— | a zatim uvedemo smenu
COBX

: o Binx o B e — |
[ tg=dx —Jr — dx = sinsds = dt Inlt]| + ¢ Inlcosx| + C

cos=t _ de
[=-/%

Primer 10. jal'""%dy =?

Ocigledno je da se bez znanja izvoda teSko moZe ratiumetoda smene.
. arctgy =t . - =
J arctgyd 1 t= (arctgy)”

I~yz Y™ nd:f=dt=Jtdt=5_C= 2 ¢
J 1_31_

Primer 11. f‘i_{ =?

Ovde uz dx imame&” i znamo da jeé=*)" = 3x* a da u imeniocu nemanss.
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Zato¢emo malo prepraviti imenilac da bi dokii...
. - 3 dt
" owedw [ x<du B
Bl it

=t - = -
1 dt
o|-[+5-3/
— t=+4 3/ t-+4
Ovdeéemo upotrbiti tabtini integral [ —— dx = iarctgi +c,
ali moramo prvo dredit.

1 dt 1 dt 11 1 1 x?3
Z—J - =—j . - =—-.—arctg-+C =|-arctg—~+C
3Jt=+4 3 3 2 2 G 2

3utdy=dt— x dx =

at+t

Primer 12.  [——dx =7

daTX"

Ocigledno je vrednost u tablicnom integralu a = 5§

[———dx = [ = dx =[ovde je dakle]

ShamE

. arctg% +C

Primer 13. [ -—=dx =7

1 1 o
_Jrﬂ_—ra’:a_' = f:dA' = m*cgm%— C
¥ ) |-Iﬁ.|‘—_ﬁ_': ¥

[1]]

Primer 14. [ sinaxdx =?

ax =1t

dt

J SIAXAY =y = dt - dx = =
i

T dt
= J gint - —
a

10 1 1
:_J sintdt =—(—cost)+c=|—-cosax+
i i i

Primer 15. [ sin® xdx =7

o "1 —cos2x irr i
J sin-xdr = J—a’x =§U 1 -d:L'—J cos 2xdx +C

2

1 1
=|—x—sin2x +C
2 4

=—[1‘——sin2x
2 2
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Primer 16. [ cosxdx =7

" . 1—6-3521 1 irf "
J cos xdx =J ——dx = EJ [1+ cos2x]dx —EU 1-dx —J cos2 xdx

1 1
+ 0 =|—-x+—sin2x +C
4

l 1
[1‘ + —sin2x
2 2 2

. dx
Primer 17. _f k_ =7

Ovaj zadatak se moZe reSiti na viSéina, a jedan od gma je sledéi:

" odx " dx  sinzx T ginx " sginx
- = - ' — = —dx = | ———lx
sinx sinx sinx sin~x 1— cosx

Sada vé imamo @iglednu smenu...

T sinx cost = t T —dt Toodt
Jﬁdi: —sinxdx = dt =J — =J P
cosTx sinxdx = —dt
. .. dx 1 —
Ovo je tabléni integral [ —— = —In |=—
= S -l TR
j dt Zlf’ﬂ =1 ~r :lilﬂ_ -:'Ds_x—‘ll
t*—1 2 r+1 2 cosx+1

Integrali koji sadrze kvadratni trinom ax* +bx+c

takate se uspesno reSavaju metodom smene

Integrali obllkaj +b><+C jm

promenjive, ali se oni rade i u poglavlju o integji racionalnih funkcija

TransformiSemo kvadratni trino@x +bx+ C,

o sbxroza 4 D] - { %gx{ AR %ﬂz
SRS RECE

2

gdejeg— 4ba2 =+K?,

N b . .
Zamenom promenjlve<+2— =t = dx=dt navedeni integrali se svode na:
a
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b
dx _ dx _x+—=t| _1, dt
Y -[ax2+bx+c:_j b\ (¢ b2\l dx—zjt _aItZiKZ’
e =
(X 2aj (a 4a2j
b
Z)I dx :j dx : x+——t ,[ .
\/ax2+bx+c Ja (x+bjz+ E_i dx= dt \/_ Jt? +K2
2a a 4

U zavisnosti od koeficijent& > odnosno koeficijenata,b i cintegral (1) se svodi na jedan od
tablicnih 12. ili 13. a integral (2) na 19.

Primer 18. [——=—— =7

x*—obx#13

U trinomu x*—éx+13 jea=1,b=-6,c =13, pato zamenimo uizraz

-

ﬂlfl__'iw.l-_;_uc-a:‘ - 1(x _—_E\J:_-'_-1-13.-|1—6_ —(x—3)2+ h_:a.s (x—3)2+4

" 2a / & \ s 21

Lakse je naravno izvrSiti dopunu do punog kvadratalamo i oduzmemo koeficijent uz x
podeljen sa 2 pato na kvadr[a‘{’u]
x—6x + 13—1"—61—9—9—13—[1—3) +4

Uz x je 6, pa dodajemo i oduzmarﬁp] =9

Vra¢amo se u integral:

dx dox x— 3= 1“ dt 1 £ 1 x—3
. =|—= — ——=-—arctg—+c=-arctg—+ L
j . Lt j T d’l — d’i. VIF:.‘ Al i ‘g: 2 ‘g 2
Primer 19. ===
VIxT—gx+3

2% —Gx L5 =2 [1-3—31-—5) :2[1-3—31-—E—E—E):2 [('x—if—i

112



Racunarska matematika ITS - Visoka Skola strukovnih studija za informacione temologije

\
17 dx 1_E=i- 1 dx
el INEN A R
v !'(1-_2] L1 dx = dt v !'r:_(l}

YWV T 2) T3 \ 2
. . %=i‘n‘1 Yyxttal| +C
Ovo je tabléni integral [ -/ 24
. 2
L2 (L

K

1 3 P e —
=—7En‘9.'—;—‘f2x-—!5x—5‘ +C

Ako smo reili ova dva tipa integrala, mozemo resiti | sléeeipove integrala:

" Ax + B " Ax + B
;:=J dx i 1.=J dx

ax?+bx?te N Vvari+bxi4+ e

Oni se redom svod na prethodna dva integrala:

I, = [——=_dx sesvodinaintegral, = [———,
2 sxitnyisc gx*+thx +c
dx

1, = f%.__cdx se svodi na integrdl = [

T e El e L
VaxtTbx~© VaxtTixtTco

Primer 20. [ dx =7

x*+tx+1

Ideja je da se izraz u brojiocu Ax+B napravi daéim/od izraza u imeniocaix~ + bx + ¢
To se radi tako Sto se ispred integrala &B/Ei";

U nasem primeru imamo® + x + 1 u imeniocu, njegov izvod jEx* +x + 1) = 2x + 1, $to
zn&i da u brojiocu treba da napravimo 2x+1, odnosnizdaéemo% = % ispred integrala!
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Sada se problem sveo na reSavanje dva integragrgduvek radimo smenom, a drugi je tipa
;1-

B | x:—x—lzr‘ 1 ,
—dx = = | —-dt=mnlt|=Inlx"+x+1
Jx:—x—l § ‘[21‘—l)d1'=dr J t nlel = tnlx® + x |

Ovaj drugi smo vereSavali:

) 1 ) 1 X _E:r 1 1 t
Jﬂ—ld:{:J—ﬂgdl‘: 2 =J qd:4_=—§m“ctg—_=
NN 2 2 ; ;

oty L2 dx = dt . 3 N2 N2
(x+3) +3 g r-—(%r) 2 2
i
2 E [1'—1] 2 2x+1
—arctg ———— = — arctyg —
V3 V3 V3 V3

Vratimo se na zadatak:

" r+1 17 2x+1 " 1
[l o=l 2 s [ )
r-+x+1 2 r-+x+1 x-+x+1

1 2x+1
=—(i'r?,|1'—x—1|——_m*crg — J—
2 v v
1 2x+1
=—Inlx-+x+1|+—arctg—— +
V3 V3
Zadaci

I 2x dx="7?

X2 +12

Vidimo da uzdx imamo izraz2x. RazmiSljamo odega je izvod2x ? Znamo daje(xz) =2X

i to ¢éemo izabrati kao smenu. Jo$ pogodnije je da uzmmmdzrazx® +12 da nam bude

smena jer je izvod od konstante[tl§>.<2 +12) = ZX}

Z+12=t
= [ ax= " = [Ydt=In|{+C=
X +12 2xdx= dt t
kad reSimo integral "po t’, onda vratimo smenahigtmo reSenje 'po x
| =In|x*+12+C
2
X
2 dx="?
J-X3 +1 X

| ovde sléno razmisljamo, izvod od’® +1 je 3x® i to je pogodno za smenu.
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d

3 —_

o perist L3 1edt 1 1.
J‘X3+ldx_3xzdx:dt - xzdx—ﬂ _IT_E T—:—gln|t|+C—:—3In‘x +ﬂ+C

idx:?

Ovaj intrgral I&i na tabIEnlf—dx:In|><l+C ali umestox U imeniocu imamax+5. Zato je
X

pogodno bas taj izraz uzeti za smenu:
1 X+5=t
- X:
X+5 dx=dt

= [Tdt=Inf+C inx+§+C

Vezano za ovakve integrale mozemo izvesti Jedal]L%mk I—dx In|x+ g +C
1

4 ——=dx="?
[

Ovaj integral je stian prethodnom, ali pazite jer u imeniocu je stepeaza pa orme ide'u In.

X+5=t -
J‘%dxz :J‘%dt:J‘t_?’dt: t +C:—%+C:—;2+C
(x+5) dx=dt| ‘'t -3+1 21 21{x+5)

J'sin2 x [Gosxdx = ?

Uz dx imamocosx, a kako znamo da je izvod dsinx) = cosx, jasno je dae to biti i smena.

sinx =t 3 in®
J.sinzxm:osxdx: :J.tzdt:t—+C:S|n XiC
cosxdx=dft 3
@ je‘xsxzdx: ?
-x* =t
3 dt 1 1 ¢
X7 2 I X
e x“dx= = e—:—— ddt=--€' +C=-Ze™ +C
j -3x%dx=dt - xzdx:ﬂ j j 3 3
7.6 PARCIJALNA INTEGRACIJA
Neka suu = u(x) { v = v{a) diferencijabilne funkcije nezavisne promenljixena nekom
intervalul = R

Po pravilu izvoda proizvoda funkcija imamo da je

dluev)=(U-ev)dx=(ueVv + U *Vv)dx = u v(dx) + v(u'dx) = udv + vdu
Integracijom dobijamo
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[d(u-v)= [ (udv+ vdu)
Odakle je
(uev) =[udv + [ vdu.
[udv = uwv — [ vdu (*)

Dobijenu formula zovemo formula parcijalneintegaci
Praktian zng&aj formule (*) je u tome da je ponekad pogodno ptetiralnu funkcijuf (x)
prikazati kao proizvod neke funkcije u(x) i izvod#éx) ,neke druge funkcije v(x).Tada se

reSavanje integralef (x)dx dx svodi na reSavanje integrafaidv.
Primer 1. I=[x-e*dx

_in'l."E'I di:{d« u=uxdu =dx }=x-e*'-fel' di=x - e — X L[

= e¥dx v = ¢e"

Primer 2.  [xcosxds

jxcosxdF{ u=xdu=dx }:

dv =cosxdx — v = sinx

=x-sinx — [sinxdi=x -sinx+sx+C
Integrale oblika [e ™ cosaxdxi [e™ sinax dx,
takade reSavamo pravilom parcijalne integracije.
Primer 3. Izratunajmo integrald, = [ e* cosax dxil, [ e* sinax dx. Zal, dobijamo

u= e*,du= &*dx } _

I, =|e*cosaxdx= {
1 j dv = cosx dx — v = sinx

=& .sinx— [ e* sinxdx = e* - sinx— I,

ReSavajai analogno integral.dobijamo

I u= g%, du= e*dx
[, = | € sinaxdx = .
= dv = sinxdx — v = —cosx

—e* . cosx— J e cosxdx = &% -cosx— [

MoZemo sada postaviti sistem jedima
I, =¢" -sinx— I,

I, =& -cosx— [
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Gde su nepoznatél,i I, trazeni integrali. ReSavanjem sistema jeétlredobijamo

I, = [e¥cosxdx = % (sinx + cosx) + C
I, = [ e®sinxdx = }[sinx —cosx)+C

Da bismo pogodno birali u i dv, imamo slédeyrupe primera

1. GRUPA Ovdec¢emo birati da je x ili polinom od
X jednak u, a sve ostalo je dv

J xcosxdx,l (1 —x) sin=xdsx, J xe® d_\',J \: d_\',J (x*— 2x+d)e ™ dx itd

EIin- X

2. GRUPA Ovde ne uzimamo ppolinom od x za u,
ve¢ funkciju pored :Inx = u,

arcsinx = u, arctg = usva ostalo je dv.
[xln=dx, [arcsinxdx, [x7arctgdx, [ x°In=zdxitd.

3. GRUPA Ovdeé¢emo uzimati dx =dv , a
unutrasnja funkcija je u , kao u 2. Grupi

Na primer f In xdx, [ In® xdx, [ arctgxdx, [ arcsin xdx itd.

4. GRUPA To su kruzni integrali,koji uvek imaju
svog “para” preko koga se dati integraldaana pdoetak...

Na primer | e sin xdx, [ e*cosxdx, [sin (Inx)dx, [ cos (lnx)dx itd.

Jasno je da je udani primer [ xze* dx pripada ovoj grupi
Primer 4. [(1—x)sinxdx =7
1—x=u, sinxdx= dv

J(1—=x)sinxdx = |—dx =du, [sinxdx=v|=uv— [vdu=
dix= —du, —cosx=vw

=(1-x) [—c::rsx:l—J cosx(—dx) = (x — 1)cosx— sinx + C
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dx
cos®x

Jf zedx = d4x = du Jr xdx = =X tox — jtg:(d:-; =xtgx + ET?,|CGE‘;,_-| +C

COE™ X CDS: -«

tg=v

= dw

Xx=1

7.7 INTEGRACIJA RACIONALNIH FUNKCIJA

Neka svojstva racionalnih funkcija

Navedimo neka svojstva racionalnih funkcija koj&easte prilikom integracije. Svojstva

navodimo bez dokaza.

P(x)

Racionalna funkcija je oblik& (x) :m. Moze bitiprava i neprava.
X

Prava racionalna funkcija je ona kod koje je maksimahepen polinomeP(x) maniji od

x> —3x+12
x2 =3 x®+5x% -2x+1’

maksimalnog stepena poIinorQa(x), kao na primer:

4 )
s 7 itd
x> +5x° —22x+31

Nepravaracionalna funkcija je ona kod koje je max ste;ﬁén) vedi ili jednak sa max

X2 +2x-7 x*-3x+12 x*+75x*-14 it

2_ 1 1 d-
X- —13 2x+1 X+3

stepenor‘rQ(x), kao na primer:

U slwtaju da je zadata neprava racionalna funkoiggamo podeliti ta dva polinoma, dobiti

reSenje polinom plus prava racionalna funkcija.

Svaku racionalnu funkciquM mozemo da napiSemo u oblik%(i =T(x) +M gde je
Q(x) Q(x) Q(x)

r(x)

T(x) polinom, am racionalna funkcija kod koje je stepen polinorfi@ manji od stepena
X

polinomaQ(x).

r(x)

Razlomak oblikam ¢esto se naziva pravim razlomkom. AkoQ¢x) = x—a tada se
X

polinom moZze napisati u oblikB(x) =T(x)(x—a) +r gde jer OR konstanta.
Ako jer =0 polinomP(x) je deljiv sa(x-a).
PolinomP(x) deljiv je sa x-a) ako i samo ako j&(a)=0

Svaki polinom stepena=1 ima ta&no n nula realnih ili kompleksnih.
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Integraciju prave racionalne funkcije vrSimo tako: s

Imenilac rastavimo nacinioce koris¢enjem transformacija kao Sto su:

lzvlacenje zajedrdkiog ¢lana ispred zagrade

- razlika kvadrata: a*> -b? = (a—b)(a+b)
- ax® +bx+c=a(x-x)(x—x,) ako nam je data kvadratna jedina

- a®-b®=(a-b)a® +ab+b?)ili a®+b®=(a+b)a’>-ab+b?) razlika, odnosno zbir
kubova i sléno.

- Koristimo Bezuovu teoremu ili sklapamo ,, dva po dweko je polinom véeg stepena

Pravu racionalnu funkciju rastavljamo na sled&i naé¢in
Ako su u imeniocu svi faktori linearni bez stepesgki ide sa po jednim slovom: A,B,C...

Px) _ A _ B
(x-1)(x+5) x-1 x+5

Ako u imeniocu imamo linearn#ganove, ali sa stepenom, rastavljamo dok niedw do
najveteg stepena:

P _ A, B , C D
(-2 (x+7) x-1 (x=2f (x-1° (x+7)

Ako u imeniocu imamo nerazlozZiv polinom , za njegaramo da uzmemo izraz tiggx+C

Plx) _ A  Bx+C
(x-2)x*+1) x-2 x*+1’

Ako je nerazlozZikinilac u imeniocu na kvadrat moramo da ga uzimanemlta u razlaganju:
P(x) _ A Bx+C Dx+E _F G  H

N 2 . t3 + 2 SRV Ty

(x—7)[ﬁx +5) K X-7 X +5 (X +5) X X X

Integraljenje tako razloZene racionalne funkcijeasl prema navedenim metodama integracije.
X-3

Primer 1. j
x> — X

dx="?

Ovde se radi o pravoj racionalnoj funkciji. Prvoemilac rastavimo né&nioce!
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x® = x = X{x? ~1)= (x -1)(x+1)

Dakle, nas integral je jﬁéﬂ)dx =7

Izvucemo racionalnu funkciju:

W(iﬂ) :é xi—1+xi+1 sve pomnozimo sa(x—1)(x+1)
x—3= A(x-1)(x+1)+ Bx(x +1)+ Cx(x 1)
X—3= a(x2 —1)+ Bx® + Bx+Cx* —Cx
Iz jednakosti polinoma sa leve i desne strane afedinakosti nalaze vtednosti nepoznatih

koeficijenata

x—3= Ax* - A+ Bx* + Bx+Cx* - Cx,
“sklopimo “ uz x* pa one uzx, pa slobodnélanove...
x-3=x*(A+B+C)+x(B-C)-A ,
sad vr8imo upoidvanje:&lanovi uz x*, pa uzx, pa bezx
A+B+C=0
B-C=1
-A=-3

ReSenjem ovog sistema jedimaa dobije se:

A=3

g8=-1,

£ =-=2

Uvrstimo reSenja , a zatim zavrSimo integracijuskig obéno jednostavna:

X—-3 A B C

Mx-x+1) x x-1 x+1
x<3 3,1 ,-2_.3 1 2

x(x—l)(x+1) x x-1 x+1 x x-1 x+1
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-3 1 2
j(xx—dx j dx—J. X_ldx— —dx

-1)(x+1) x+ 1
3
3In|x|—|n|x—]j—2|n|x+ jr+ C= In% 1)? ) %+ C
X X+

Primer 2.

—2X°+X—-2 _ —2X°+X-2
RazloZimo na proste razlomke

-x2  x3(x-1)
A B C
= —t—t—
X x° x-1

—2X° +x—2=AX(x-1) + B(x-1) +Cx*
=(A+C)x*+(B-Ax-B
+C=-2 B-A=1 -B=-2
1

Na osnovu prethodnog sledi da se svaka racionalaija moze razloziti na zbir polinoma i
prostih razlomaka. Dakle, integracija racionalnekitije svodi se na integraciju polinoma i
prostih razlomaka.

Primer 3.
X+2
[ — =7
Ix3—2x2dx -
X+2 _ x+2 _A E+ C
3 -2x> X3 (x-2) x X* x-2

X+2=AxX(x-2)+B(x-2)+Cx
=(A+C)x*+(B-2A)x-2B

A+C=0B-2A=1-2B=2
A=-1B=-1C=1
X+2
jx 3 -2x2 J.
1

=—+In
X

x2
X

+C
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7.8 INTEGRACIJA IRACIONALNIH FUNKCIJA

Izvesni oblici iracionalnih funkcija mogu se intaliti svodenjem na integraciju racionalnih
izborom pogodne smene promenljive.

Bez namere da se detaljnije bavimo ovim integralowdecemo razmotriti primer koji se
nage&e javlja posebno u odtenim integralima pri iz&navanju povrSina i zapremina
ograntenih kruznim linijama.

Primerl. = [+va?—xidx =7
.
- ¥ = asint,t = arcsin— -
= J '\"Il'n:: — v iy = dx = acost al = J x.-'lﬂzlil — sint.a- costdt =
2 =gl sin’t

=a” [ costdt =ET:Jr(l + cos2t)dt =

—<(

b

L'.'I

t +1ismat) +0 =

¢

T .
(arcsin— + sint - cost +C =
Qa

-

- I 5

- X . X | ' TEARE

= arcsin— +—sin| arcsin—|- (1 —| sin | arcsirn — + 0=
o \ o M \ at

|.'||"--'

o, .

P = E.': o L x - —
{=[Va* —x*dx =—.arcsin=+=Va®* —x?+C
& {or) &

Primer2. 1= [vVx?+alde =7

I= Vit adlde=1=[Vitta? oS = [22% g = [ _du+

Vxi+a® Vxi+a® vxiea®
- dx
a j:’__ﬂ' =L+
Drugi integral je tabdni:
7 dx 7 o r—y

L=d [ =——= a'in|x— VxT T+ -i‘[‘|,

2 Tt
a jedan od nana reSavanja prvog je sleiie

i . r=u di=du
fi_fﬁ;:_—ﬂr'f{l_f’-'ﬁ;:_—ﬂrdl— dip = =28 = [ = uv — [ vdu,
WxTEa”© W xtTaT

xox ‘g_': =+ .:‘[: = I': tdt 5
VE | == =|—=t=vx-+—a aje
I = e = ea t pal

1r1 — J’ & dr = 1.1{.-1.: Ll - _JF"'r.Ij-.:_ aldx :j_.,l*.-j_.: Ll L 1,
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I=0L+L =xVx*+a>+1+aln|x +Vx? +a?

21 =xvx? +a? +alln|x +Vx? + 7

—_— x . a ﬂ: —_—
i= _Ir\,":x'2 +atdy ==\x?+a’ —|—Tlﬂ|x +Vx?+a?

+C

7.9 INTEGRACIJA TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

1) Ako imamo integral oblikg{ R(sinx cosx)dx gde je R racionalna funkcija, uveino
takozvanu univerzalnu trigonometrijsku smenu i tiabtegral racionalne funkcije:

X
tg—-=t.
gZ

sinx=——,
1+t?

2

cosx=—"—,
1+t
2t

1+t?
P(sinx cosx)
Q(sinx cosx)

je jedan od tih polinoma neparan a drugi paranipg $odnosno cosx) ond@mo uvesti
smenu

cosx = t, odnosnosinx = t | dobiti integral racionalne funkcije.

2) Ako pod integralom imamo izraR(sinx cosx) = ,P,Q su polinomi, tako da

3) Ako je podintegralna funkcije{ R(sinx cosx)dx , racionalna pa@gx onda uvodimo smenu

dt

X =arctgt,dx=——
1+

tgx =t, sinx= COSX = "

t 1
V1+t? Vi+t2’

Primer 1.
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| = dx="7?
j1+co§x
tgx =t
1
dx=dt

cos X
cos X = 12

1+t
dx= 12dt

1+t
(1 1
1 1+¢°
1+t?

1 J2 t
=|——dt=—arctg(—=)+ ¢c
j2+t2 2 g(\/i)

NG

tgx
=——arctg(—=)+ ¢
> o( 2)

NG

: — dy 1erd o odt _11 |I+t] 4
Primer 2. I= ja-smn = e [ So=rsn |55+ €,
. 1+t2
1 Z—tgl—
I=-ln|—3|+¢C
4 E—EQE
Primer 3. 1= [sin*xcos®xdx = [ sin®x(1 — sin’x)cosxdx =
.'S'I.'H-.T =t ‘ - 5 5 4
= = |t (1—¢t°)dt= £ — 7 )dt =
‘cusxdxz.:it [ ) I )
=£_£_C_siﬂ31_sm _E.
3 5 3 5
Primer 4 I=[—2% =7 dx = dtxx —t -
’ sinfx—cozty eagz.rl:rgzx—ij T = dit
COE"X
e 1 -1 1 tar—1
=j2 =—In—=—- L‘—E
to—1 2 t+1 2 tgx+1
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8. ODREDENI INTEGRAL

Odreteni integral u Rimanovom smislu se obelezava sa:

b

I = f(x)dx

a

Ovo secita:“integral od a do b ef od iks de iks*".
- a-je donja granica integrala
- b-je gornja garanica integrala
- f(x) —je podintegralna funkcija (integrand)
- X -je integraciona promenljiva
- [a b] -je interval integracije

Ako je funkcijaf (x) neprekidna na segmenif, ], tada ona ima primitivnu funkciju
[ f(x)dx = F(x) + C i vaZi jednakost:

[ F)dx = F() i — F(B) — F(a)

a

Ova jednakost se zoWjutn-Lajbnicova formula i daje vezu izméu odretenog i
neodré@enog integrala. MoZe seciela je ovo osnovna formula integralnoguaa.

Vrednost odredenog integrala na segmentiia, &] geometrijskipredstavlja povrSinu koju
grafik nenegativne funkcj&(x) obrazuje s& —osom, i pravamax =a i x = b.

1= p— J F)dx Ay P = J [flx) —glx)dx
a ) '
/. AL
Ta b X

a b

[
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8.1 OSNOVNA SVOJSTVA ODREDENOG INTEGRALA
1) Ako jff(xj integrabilna funkcija u intervallz, &], onda je:
[ kf(x)dx = k j Flx)dx
2) Akocsuf(xj i glx) i';tegrabilne funkcije, onda je:
PTG £ g(@dx = [* f(x)dx £ [° g(x)dx

3) Ako integrabilne funcijef(x) i g (x) zadovoljavaju u intervallz, b], gde jea < b, uslov
F(x) = g(x), onda je:

L fe) = [0 g(x)dx

4) Ako granice integrala zamene mesta integraljanzmak:

2 Fedx = =[] f(x)dx

5) Ako je funkcija integrabilna na intervala, b] iako jea <~c¢ < b  onda vredi:
2 Feodx = [ f(dx + [ fx)dx

Smena promenljive u odtenom integralu se vrsi na dvacive:

1) Integral se reSi smenom kao neaidmai, zatim se vrati p@tna promenljiva gde se
uvrStavaju zadate granice ili
2) Smenom promenljivih izgnavaju se nove granice i one se na kraju uvriiavaj

Primeri odredenih integrala
1. Resi integral:jiE %% dx

Ovaj integral je tabéini i njegovo reSenje je‘_— , pa tu stavimo jednu uspravnu crtu i napiSemo
brojeve iz granica integralai{__:—ﬁ . Sadar menjamo sa 3 pa od toga oduzmemo kad

zamenimo sa 1,
13 34 1# g1-1

ldw=T T === =120

2. Resi integral:j; {d_{
Ovaj zadatak @gledno zahteva smenu. R&Sno ga na dva daa:
a) Skindemo granice i resti ga kao neodizai:
Jf dx _ X—Ezt‘z
x4 2 dx = dt

d .
£ = In|t] = vratimo smenu= In|x + 2|

r
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Sada vratimo reSenje u odemi integral i granice se ne menjaju!

-

X

" odx 4
J = Inlx+ 2| ‘2 =In(2+2)=-In(0+2)=Int —In2 =ln—- =In2
2 0 2
o
b) Radimo integral smenom ali menjamo i granicm novoj promenljivoj:

j-: dx _|x+2=t zax=2 = t=4

4 dr 4
—_— = —_—= il" = il" —_— il" = il"
8 wez dr =dt, zax=0 f =2 f: " Inlt| ‘2 Ind — In2 = In2

3. Resitiintegral [ x*lnxdx =2

1
lnx=u —-dx=du
>

fﬁ i inxdx = . =lnx-=| — [T dr=
' xdx = dv, i =v L s
i = 1*\ 1§ . e* 1x*e
=[i'ﬁ:E' ——Inl.— ——] xldy=———-——|, =
4 4 4 4 4 11

8.2 PRIMENA ODREDENIH INTEGRALA U GEOMETRIJI

1. PovrSina figura u ravni:
a) P= f:f(x] dx, ako je krivay = f(x) iznadx — ose
b) P=— J’: f(x)dx , ako je kriva ispoct — ose

c) P= j:[f(x) — g(x)]d=, ako nam treba povrSina izthekrivih

Ako je kriva zadata u polarnim koordinatanfa= {(p, @), < ¢ = (0 =< p = f(¢)} onda je
povrsina:

P(6) =1/7 1 (o)do
2. Zapremina tela:

v, = nj:' v2 dx, ako se krivar = f(x) okrete okox — ose

V.=m j: 12 dy, ako se krivar = f(v) okrete okoy — ose

V.=m jf v (x(t)dt 1V, =2m jf x(t) v(t)x(t)dt, ako je kriva data parametarski:
x=x(thy=y(t)

Ako je kriva zadata u polarnim koordinatama= ¢(w).a < @ = f < 71,0 = p < p(@)
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8
2 -
V= 3 HJ p° singde
3. DuZina luka krive: rektifikacija krive

L= j: J 1+ f(x)*dx, ako radimo par, a parametarski = ff V() + () de
L= j: J1+g(v)*dy, ako radimo pg', a polarno L = jj Joi+ptde, p = ple).

4. PovrSina rotacione povrsi:

s=2r] f(x)T+F(x)dx, pox x € [a,b]
s=2r[ gMVITg()7dy . poy vy € [ed]
5=2n jf v(t)y/x(t) + y7(t)dt, parametarski = x(t), v = v(t).t € [a.f]

S=2r fflpgimpl Jp*+ ptdp , polarno @ £ [a, F]

Pri reSavanju ovih zadataka potrebno je skiciraijavarajde krive, néi njihove preséne
tacke ako postoje i utvrditi granice integracije. Qiebiti dato kroz svaki primer posebno.

Primeri

1. lzar&unati povrsinu figura ograténe lukom krivey = —x* +2x i pravomy =0

ReSenje: ty
Data kriva je parabola, i ako je skiciramo
vidimodasée x-osuux=0 iu x=2.

Treba néi povrSinu osegenog dela ,pa je
jasno da granice integrala idu od 0 do 2, § 0 2
posSto je deo povrSine koju trazimo iznad X
ose, u integralu ne moramo uzimati
apsolutnu vrednost.

v

Trazena povrSina je dakleP :g
2. Izratunati povrsinu figure koja je ogramina linjjama:y=2x¢+1 i y=x*+10
ReSenje:

Tacke preseka ove dve krive,kajemo dobiti reSavanjem sistema je¢ina, ¢e nam dati
granice integrala,

y=2xX+1] 2% +1= X+ 1C
=
y=x+10] X =9, x=%3
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Dakle integral “ide” od -3 do 3 Treba skt grafike funkcija kako bi sve bilo pregledno.
y=2x*+1 y=x*+10
2x* +1=0 x*+10=0
o = 1 x? =-10
2
A y
10
-3 i i +3 X
y=2x>+1 ! ; > x*+10
y'= 4x | | y'=2X
4x=0 2x=0
x=0 x=0
y=1 y= 10

Parabolay = 2x* +1 ima minimum u taki (0,1) a,y - osu se u 1,
Parabolay = x> +10 ima minimum u (0,10) i tu $8 y- osu.

Trazena povrSina je os&mi deo izméu parabola, i njdemo nai kad od povrSine ispod
gornje krive oduzmemo povrsinu ispod donje krivénasno u integralu oduzmemo donju

(y =2x+1) od gornje parabolgy = x* +10) .

Posto je grafik simettan u odnosu na y osu,odnosno parne su obe furlitk§e,nam je
da izr&unamo povrSinu od 0 do 3 pa da to pomnozimo sa 2.

P:‘?f[(x2 +10)— (2x2 +1)}jx odnosno

-3

P=2i[(x2+1o)—(2xz+j)}dx: g[:(—%+ 9 dx= {—’% 9%‘32 71 3

3. Odrediti povrsinu lika ogradenog lukom krivey” + y+x =6 i y - osom

ReSenje :

U ovom zadatku nam je pogodnije da izrazimo x kawk€iju, a v kao nezavisno promenljivu
y+y+x=6 = X=—y - y6

o, ) _ _1+5 o _
X==-y°-y+6 — -y -y+6=0 m’:ﬂemoyl,z—_—2 pajey, =3, y,=2
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X =-2y-1 x =0 za -2y-1=0 pajey:—% tojestx:6%

Taéaka(6%,—%] je maksimum kad je y y

nezavisno romenjiva.

Radimo integraciju po y, gde nam granice \2\
integrala digledno idu od -3 do 2. 6

P :Jz.(_ y? _y+6)jy:£_y?3_y_22+6yj‘_23 1_25
3

4. Izratunati povrsSinu figure koja je ograsna linjamay=¢e*i, y=e ™ i x=2

Ovde se radi o graficima elementarnih funkcija
P = fu:-_ (e¥ —e ™ )dx =

5. Odreiti zapreminu tela koje nastaje rotacijom
6. oko ose Ox dela povrsi ogr&anog lukom krivey = 4x — x*i osom OX.

ReSenje: y

Nacrtamo prvo paraboly = 4x - x° i
naiemo njen presek sa— osom:

y = 4x - x?
4x-x>=0 paje x(4-x)=0=>x=0Cx=4
y =4-2x paje 4-2x=0zax=2 pajey=4
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Granice integralasu 0i 4

Zapremina tela nastalog rotacijom ravne figure wiase je:

V= ITT y?dx

4 4
V= ﬂj (4x - x?)?dx :nJ. (16x* —8x> + x*)dx
0 0

3 4 5
X

4
= 77(16% -8+ X—) = 77(16— -20256+256) 512 Sl

15

Zapreminatelaje V —@

15
6. Odrediti zapreminu tela nastalog rotacijom krugat (y —b)* = r>oko Ox ose (b>r)
ReSenje:

Jedn&ina kruga je data izrazom:(x— p)* +(y-q)* =r° gdesupiq
koordinate centra, a r polugrek kruznice.

x> +(y-b)> =r? nam govori da je p=0 a g=b, paslika izgledati:

X+ (y=b)* =17

odavde moramo izraziyi
(y=b)?=r?-x’
y—-b==%(r?-x%
y=b+,/(r*-x%)

Ovde smo dobili dva dela kruznice
gornji y =b+4/(r* — x?)

donji y=b—/(r*> - x%)

Rotacija ovog krugae nam dati telo poznatije kao TORUS ili unutragjyana bicikla

Zapreminu teld&demo dobiti kada od zapremine tela koje nastajecijota gornjeg dela kruznice
(puna guma) oduzmemo zapreminu tela koja nasttgeijom donjeg dela kruznice
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b
V = 7f (yf - y3)dx

Nadimo prvo vrednost izrazg? - y?

Y -y = (b+ (1P —x?)2 ~ (b= /(17 —x®)
= (b” + 2b0Vr? = x* +r?) = (b® = 2by/r? = x* +r?)
=2 +20Vr2=x® +r?2-pb* +2b\r> - x® -r?

= 4b\r? - x?

Jasno je da granice integrala idu-addor

ReSimoprvo neoddeni integral.

X =rsint :
fx/rz—xzdx: :J}/(rz—rzsmzt)rcostdt
dx =r costdt
= J'w/rz(l—sinzt)r costdt
= J'rq/(l—sinzt)r costdt
Posto jel—sin’t = cos’ t
= j r? cost costdt
= Irz cos’ tdt
r?je konstanta pée iéi ispred integrala, a upotref@imo i formulu:cos’ t = 1+C—2052t, pace
i% kao konstanta ispred integrala. Dakle:
r2
= j (1+ cos2t)dt
2
= e+ Lsinay
2 2
o X =rsint . . .. , 7l
Smena je bl|4: ,Zax=-rje-r=rsint,tj. sint=-1 patje ——
dx = r costdt 2

Zax=rjer=rsint,tj. sintzlpate:g
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Nove granice su dakle ﬁ i 7
2 2
Vratimo se u integral:
T
Froz_ 2 r?o 1 B
V= ﬂ{(yl “yDdx= b (14 sy | 2
2
1 T 1
=27br°| (= +=sin2—=) - (-—=+=sin(-2—
[( SSin27) = (= + sin ))}
= 27brm
= 2br* 71

Dakle, posle mnogo napora kéna resenje j&/ = 2br®m°

7. lzra&unati duzinu luka krivey = In x od take x=+/3 do tatke x=+/8

Ovde nam slika nije neophodna!l

b
Formula za izréunavanje duzine luka krive je = J.1/1+ f'(x)>dx, ako radimo po x.

1 .
y=Inx, y'== paje
X
b J8 J8 J8 [ 2 J8 [ 2
+ VX2 + .
J}/1+f'(x)2dx:J"/1+(i)2dx:J',/1+i2dxzj'1lx zldx:J' XL 1% = uzimamo
a 73 X B X BloX B X
smenu.
x4+l =t granice su sada )
- rdx = tdt S L 1 - — (3rer _
dac _edr dx  rdr ede x "‘E% t E jf tT—1
Y= T T T Egl lx=VBotr=3
15— 3
[FSFa =1+ )ar=+1n|Z)[ =
- o
—S_FRJ& _(E_PR-I_ In |I;
“'\\‘_
':
L—l—;lﬂ- |%
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9. BROJNI REDOVI

9.1 OSNOVNI POJMOVI

Brojnim redovima ljudi su se bavili od nastanka emaatike. Posebno su rano lmae i mnogo
se koriste aritmetki i geometrijski red (dati su u prilogu).

= Definicija 1
Neka jea, a,,...,d,,.... niz realnih ili kompleksnih brojeva,

tada se izrazZak =a+a+L + g +L nazivabeskonani brojni red.
k=1

= Definicija 2

lzraz Z a, je takate beskonani brojni red.
k=m

. Definicija 3
Neka je dat niz delinthih parcijalnih suma reda,
S=4a
S=a+a
S=g+ata
M
S.=a+ta+lL + 4.
Ako postoji granina vrednost S=lim § =lim Z a,
noe =)

kazemo da redonvergira i da je S suma reda

Red koji nije konvergentan givergentan.

* Redr, = z a, haziva sestatak reda
k=n+1

Primeri: Ispitati konvergenciju i odrediti sumu redova:

b ik(k1+1)'

k=1
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ReSenje:
- 1 1 1 1
L +

DY PR A s A e

N

n-ta parcijalna suma je:
q:i+ 1 +L + ! :(1——1j+(—1——3+L +(—1— 1le— 1.
12 28 n(n+ 3 2 \ 2 n n+ -

S=lim S =lim (1—ij:1

noeo noe n+1

Zaklju¢ujemo da je red konvergentan i da mu je sigrl.
2. ZlnkTJrl.

ResSenje:

ZInk—ﬂ:In2+ln§+In—4+L +Ini1+L
k=1 k 2 3 n

n-ta parcijalna suma je:

S =(In2=In)+(IN3-InJ+L + In( (n+ 1) In) = In( n+ 3.

S=limsS, =limin(n+1) =

n-oo n- oo

Red je divergentan.
3. Y ag' =a+ag+ ag+L + a§+L .(geometrijskired)
k=0

ReSenje:

_ N+l
n-ta parcijalna suma j§, = aﬁ%

Nt
Ako je | <1 S=lim S =lim %zli i red je konvergentan,
e e -q -q
Ako je [q >1 S=limS, =« ired je divergentan,
Ako je g=1 S = a( n+1) ,S=1im S, =« ired je divergentan.
Ako je q=-1 S = 0. n=2k red nema graninu vrednost i divergentan je
ea= “lan=2k+1 g g e
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4, Zl harmoniski red ).
k1 K
ResSenje:

i1_1+ 1+ 1+L + 1+L

= k 2 3 n

Red se moZe napisati na slédein:

1+(1 —1j (—1+ L4 1) (—1+—1+|_ +—113+L >1+ 29}{ 4@% g3 4L =

2 3 4 5 6 7 8 9 16
1 1 1
-1+2EI—+22G—+ 2otal = w e b By
2 2 2 2 2 2

odakle se vidi da red divergira.

Napomena:Broj ¢ je harmoniska sredina brojewai b, ako JeE —%(—1 —3
c a

9.2 OSNOVNE OSOBINE BROJNIH REDOVA

= Teorema

Red i njegov ostakak skvikonvergentni, tj. Oba reda su ili konvergentni ili
divergentni.

= Teorema

Ako je red konvergentan i ako jg = z a, njegov ostatak, tada jenr, =0.

k=n+l n-e
Dokaz:
Kako je
StHL=S= [=5 3
limr, =S-lim § =S S$O0.
Zn&i da sumu svakog konvergentnog reda mozemo poaipksimirati poméu
parcijalnih suma prvim ¢lanova,ginedi pri tom greskur,, .

Jedna od glavnih primena teorije redova je prildiaratunavanje vetiina. U tim

problemima osnovnu ulogu igratteost ocenjivanja, koje zasnivamo na oceni ostatka
reda.|r | je apsolutna gre3ka aproksimacges §.
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9.3 POTREBAN USLOV ZA KONVERGENCIJU REDA

= Teorema

Potreban uslov za konvergenciju reda jelidaa, = 0.

Dokaz:
KakojeS =a+a+L @i S ,=a+a+L g, dobijjamoa, =S, -S .
Ako red konvergira onda jéim a, =lim(S,- §_) =lim $-Im $,= S €.

Na primeru harmoniskog reda mozemo déimo da je izlozeni uslov potreban, a ne i
dovoljan za konvergenciju reda, tj.

lima, =lim 1 0, a dokazali smo da je red divergentan.

n-o nqoon

= Teorema

Ako se svakelan redaZak pomnoZi sa konstanto@, (C # 0), dobija se red
k=1

Y Ca,, koji je konvergentan ili divergentan zavisno od4 da li je red)_a,
k=1 k=1
konvergentan ili divergentan.

Dokaz:

Ako je dati red)_a, .
k=1

Niz njegovih parcijalnih sum&, ima granénu vrednostS, tj im S, = S.

n- oo

Ako je S’ parcijalna suma redEC a.,t
k=1

S, =Ca+ Ca+L Ca= ¢ a+ aL g= GCi
Njegova granina vrednost jdim S, =lim C §= dim S$= C.

Zn&i novi red se isto ponasa kao polazni.

= Teorema

00

Ako su redoviy a, i Y b konvergentniiako suim sunf§ i S, tadace i red
k=1 k=1

> (a +h,) konvergirati i suma mu j§'+ S .

k=1

Dokaz:
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AkosuS, i S parcijalne sume redoank i ZbK iims =S, alms/=S.

k=1 k=1

Neka jeS, = §+ $§ niz delimgnih suma redaZ(ak +b,), tada je
k=1

Lim&zlri[rl(ﬁi $) =lim gim 5= '8 "

n-oo

> 1+
Primer: Dokazati da je re(£12—2k24< konvergentan.

Dokaz:
+ 00 00 (o]
212_23( = 22_§k+z% z ; Z . Ovo su dva geometrijska redige su sume
k=1 k=1 k=1 k=1
-1 _4, S :i—z pa je suma reds=2+2=19
1 3 1 3
1-= 1-=
4 2

Posledice navedenih teorema
- Konvergentni redovi mogu se sabirati i oduzind&in poclan.
- Zbir ili razlika konvergentnog i divergentnog eep divergentan red.

- Zbir ili razlika divergentnih redova je divergantred.
Brojni redovi se dele na :

= Redovi sa pozitivhimélanovima,

= Alternativni (naizmeni¢ni) redovi,

9.4 REDOVI SA POZITIVNIM CLANOVIMA

Redciji su svi¢lanovi pozitivni naziva spozitivan red. Parcijalne sume pozitivhog reda

sSu monotono rasée i prema tome gra¢na vrednost ovih suma uvek postoji ( komaili
beskonana ).

9.5 KRITERIJUMI ZA ISPITIVANJE KONVERGENCIJE
POZITIVNIH REDOVA

Kriterijumi o kojimace biti re&éi u narednom poglavlju samo odgovaraju ha pitaajé d
red konvergira ili ne, bez odtizanja sume reda.
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9.5.1 KRITERIJUM UPOREBPIVANJA CLANOVA REDOVA

= Ako suclanovi redaZak sa pozitivnim¢lanovima, pdev od nekoglana, uvek maniji
k=1

od odgovarajéih ¢lanova redaZbK za koji znamo da konvergira, tada i zadati red
k=1
konvergira.

= AKko suclanovi redaZak sa pozitivnim¢lanovima, pdev od nekogilana, uvek vé
k=1

od odgovarajéih ¢lanova redaZbK za koji znamo da divergira, tada i zadati red
k=1
divergira.

Dokaz:

U prvom slé&aju, ako suS, i S parcijalne sume datih redova, a rEij konvergira,
k=1

ondajelimS = S, S'>0, a kako su swlanovi reda pozitivniS, < S .

Iz relacije a, <b, a8, <b,L §<hL dobijamo da jeS < S, odnosnoS < S, 5to
znai da se vrednosti niz&, moraju nagomilavati oko nekog brof@ koji je maniji ili
jednak S'. Dakle p&ev od nekog dovoljno velikog broja s¢lanovi nizaS, nagomilavée
se oko neke vrednos8', tj lim S, = S, odnosno reaZak konvergira.

k=1
Dokaz u drugom sliaju je istovetan.

Primeri:
Ispitati konvergenciju redova:
=1
5. —.
Zie
ReSenje:

1
k(k+1)

Da bismo dokazali konvergenciju ovog reda updmedio ga sa redori za
k=1

koji znamo da konvergira.
1 1

n(n+1) B +n

Opésticlan poznatog konvergentnog redabje=
1 < 1
(n+1)* n®+n

koji konvergira, dakle i zadati red konvergira.

Opsticlan zadatog reda, =

= h, je dakle uvek manji od opStétana reda
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6. S L.
k=1 vV K
ResSenje:

Uporedimo zadati red sa harmonijskim red@%.
k=1

Kako je a, :% >—1 =D, i znajuwi da harmonijski red divergira, zakujemo da i zadati
n n

red divergira.

1
kak

0
k=1

ReSenje:

<i, a redzz—lk je konvergentan ( geometrijski red ), te i zadati

Kako je a, = o <o
k=1

red konvergira.

ReSenje:

Kako je a, :InTn >%, a redZ% je divergentan, be i zadati red divergentan.
k=1

9.5.2 DALAMBEROV KRITERIJUM (D’ALAMBER)

Teorema
2 o o .o a
Zak je red sa pozitivnindlanovima i neka jdim —* =| . Tada za:
k=1 n-®-a,
. | <1 - red konvergira,
. | >1 - red divergira,
. | =1 - ne znamo da li red konvergira ili divergira

(prelazimo na drugi kriterijum za ispitivanje komgencije).

Ovaj kriterijum samo odgovara na pitanje da li kedvergira ili ne, ali ne izkanava sumu
reda.

Primeri: Ispitati konvergenciju redova:
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0. 2106.
Resenje.
100
jim B =iy (D! 10! 100
e g, e 1000 e (n+l)l e+l
n!

Kako jel =0<1, red konvergira.

2k
10. » —.
27
ReSenje:
n+1
AN+l
lim 2t = jim 27 1I| n+i_1
e g onee N 200 2
2I"I

I :%<1, red konvergira.

[ kl
11. Y —
kZ:;‘le(
ResSenje:
(n+1)
n+1
im 2 = im 10" _ i P
n-e g noo Nl noeo 71
1c"
| =c0 >1, red divergira.
12. Zl.
= K
ReSenje:
1
+
lim 2042 = |im n+1 —imN*log
n-w g n-o 1 n-® n

n
| =1, ne znamo da li red divergira ili konvergira. Gedcharmonijski red za koji smo

dokazali da divergira.
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s z(2k+ 2) 5

ReSenje:
N+l
lim a'n+1—|| M:“m (n+])(21+ 3 5:}
noo an n- oo # N- 0 (2n+4)515n 5
(2n+ 2)51

| = % <1, red konvergira.

oo kk
14. Y —

2

ResSenje:
(n+1)n+l
jm s i (5D (04 (1+1j —e
n- o a‘n n- o i N oo n N- oo n
n!

| =e>1, red divergira.

oo kmk+2
15. . F

k=1

ResSenje:
(n+1)2"
: : n+l . 2(n+1
||[To]oh:||[r!0 3 — :|||;noo ( ):Z
n-eo g N n2 n 3n 3
3n

I :§<1, red konvergira.

165l

ReSenje:

1 (2)n+l
jim et = fjm 4N+ 519 — =lim an+l 2.2
n-eo g n- 1 (2) n~o\'4n+5 5 §
Jan+1\5

I :§<1, red konvergira.
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= (2k -1)!
17.}3( kw)'
k=1 .

3
ResSenje:
(2n+2)1
A (A1)
||mhzlim3 (n+1).:"m 2n+1 :_2
g, e (=gt aha(neg) 3
3'n!

G _

|. | =| _—
nlmoan r!To(Zn—]_) rI‘IEnw 2(2n_]) 2
(V)
1 .
| =— <1, red konvergira.
72 g
00 k
19. ZSF.
a K
ResSenje:
3" (n+1)!
(n+2)™ 3 3 _3
im 2 = im T =i S Tim =
R
n n n

I -3 >0, red divergira.
€
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9.5.3 KOSIJEV KRITERIJUM (CAUCHY)

Teorema

limy/a, =1. Tada za:

n- o

Neka je )’ a, red sa pozitivninglanovima i
k=1

= | <1 -red konvergira,

= | >1 -red divergira,

» | =1 - ne znamo da li red konvergira ili divergira
(prelazimo na drugi kriterijum za ispitivanje komgencije)

Primeri: Ispitati konvergenciju redova:

= 1
20.y = .
Zic

ReSenje:

, . 1 _. 1
limg/a, =limy— =1lim==0.
n- o n- o nn nﬁoon

| =0<1, red konvergira.

00 k kz
21. — | .
2w

ReSenje:
. . / nY (a1 1
limy/a =limp =lim|—1| =lim|—| ==,
”*“\/Z n-e (n+1) ”*”(Mlj nelgp e
n
1 .
= =<1, red konvergira.
€
) _kz
22.2(1+1j :
il K
ResSenje:
. . N (n+)" |2 1
limy/a, =limy|| 1+= =lim| —= =||m—1 ==
n-oo n-oo n n-o n A e
n
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_1 <1, red konvergira.
€

o (ka2 |
23 Z[k2+k+3j

ReSenje:

/ 2 )"
lim =limp
n»w\/_ n-e (n +n+3j

| = 1 <1, red konvergira,
€

) 1 -k
24, Zk(2+—) :
=i k
ReSenje:

Ilm\/_ =lim n/ n(z + 1j

n+l  nP+m+3

n?+n

'm 1 _ n+1 n’+n+3 N+l - e_r!imon2+n+3 — e—l
e\ P4+ N+ 3

| = % <1, red konvergira, zato Sto je

lim n =

n-oo

(k-2)k
25 Z(k+2j '

ReSenje:

ew“ =¢&=1.

n- oo

j(n—l)n

I :i3 <1, red konvergira.
€

Ilm\/_—llm n(

@ (k-1 k(k-1)
26.Z(k—+1j :
k=1

ResSenje:

I :iz<1, red konvergira.
e

=lim

-1
=lim %(2 +—1j —it=t
n- e n 2
3 nfzﬁimn 1) fim 313
1- g2 = g3
n-e n+2
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9.5.4 KOSIJEV INTEGRALNI KRITERIJUM

Teorema
Neka jeZak red sa pozitivnim i nerastim ¢lanovima. tj.a, >0 | a >a,=L
k=1
Ako je funkcija f (x) na intervalu [10) pozitivha, neprekidna i neragtautakva da je

a="f(1),a="1(2 K,a="f(nK,onda

. akoj' dx konvergira, onda i re{ak konvergira,
k=1

. akoj' dx divergira, onda i re(Eak divergira.

k=1

Kada pustimo dan — o, ako nesvojstveni mtegrélf dx konvergira tada

n+l n+l

mtegralj dx tezi kon&noj vrednostil , tj. | = J' f (x)dx< |, pa dobijamo

1
S..<Il, +a< 8§+ g, tjrastéiniz parcijalnih sum&S,,, je ogranten odozgo. Zna postoji
limS,,, = S, tj red konvergira.

n- oo

Ako integral divergira, tadéim | ,, =, pa iz vezel , <S sledi dalim S ,, =, tj red

n-oo n-oo

divergira.

Primeri: Ispitati konvergenciju redova:

ReSenje:
Uogimo funkciju f (x )_IT xO[Le).

1-Inx
X2

Kako je f'(x) = , f'(x)=0,1-Inx=0,x= ¢,

zax0(0,6) = f(XZ ,azaxO(gw)= f(X]

Kako je e=2,71& funkciju ¢emo posmatrati u intervaIMD[S,oo), na kome je ona
pozitivha i nerastta.

+ In xdx In xdx_
=] m|

Ina

={Inx =t} =lim | tdt=lim t

a— oo a— 0o
X In3

=lim
X - aeed

a—Iim (In Za-n 23):00.

In3 a-co

3
Kako integral divergira po KoSijevoj teotemi digesj i red.

147



Racunarska matematika ITS - Visoka Skola strukovnih studija za informacione telmologije

= 1

28. .

éklnzk

ResSenje:
Uogimo funkciju f(x)= 12 X22.
xIn® x
Funkcija f (x) =0 i neprekidna zax= 2.
Inx+2 -

f'(x)=—-———, f'(x)=0,Inx+ 2= 0,x= €.

()=-1x22 gy

Za xD(O,e‘Z): f(¥Zz ,azaxD(e‘z,oo): f(¥]
Dakle zaxD[Z,oo) funkcija je pozitivha i nerasta.

Ina

Todx . F odx : dt_ . 1
| :jm:!‘mj—:{lnx:t} =lim In2?:Ilm (——j

"o (1 1) 1.
> =-lim - = i

> > XIn® X a-e el t),, a=\na In2) In2
nesvosstveni integral konvergira, Sto pévida i red konvergira.

(o] e_\/i
29.
ResSenje:

-
Uogimo funkciju f (x) :eT, xO[L0).
X

Funkcija je @igledno pozitivna i neprekidna ze>1.

1 1
__2J§J__a&_.(J;+q

f'(x)= =- <0, xO[1,0) zn&i funkcija opada
( ) xe’™ 2 %/ xé&* [ ) /a.op
a —/x Ja
. e . _ L . 1 1 2
| =lim dx={ Jx=t=2lm [ € dt=-2lim &} :—2I|m( ——j:—,
aam-!j /X { } a— o a— 1 a— oo e\/a e e

integral konvergira , pa konvergira i red.

0

ResSenje:
a) Ako je a> 0 red divergira jer opstilan reda ne tezi nuli.

b) Ako jea<0,a=-b, b>0 pa imamo
1-b
Tdx _ | X pz1
FORES
1 Inx,b=1

Ako je b<1 integral divergira, pa i red divergira,
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ako jeb>1 integral konvergira, pa i red konvergira

Na primer redowzf z L d|verg|raju dok redoviiz, Z%konvergiraju.
2

n—l 2 n=1 n=1

9.6 ALTERNATIVNI REDOVI

00

= Reda-a+a-L +(-1)" g+L =Y (-1

k=1

k-1 . . -
a, a.>0, naziva salternativni ili

naizmeniéni red.
» Sumareda S, ako postoji, zadovoljava nejednaB&s$ < a, .

9.6.1 LAJBNICOVA TEOREMA
Alternativni red konvergira ako

1. apsolutne vrednosti¢lanova alternativhog reda opadaju ( ne rastu)
aza2a2L 23L ,i
2. Iirrg a,=0.

Primeri: Ispitati konvergenciju redova:

] il()

?\_lH

ReSenje:
Ovo je alternativni red, gde je op&tan ima oblik(—l)”_lan, gde jea, -1 pozitivan i
n

monotono opadagiinula niz. Po Lajbnicovom kriterijumu, red konveeg

31. Z(‘l)kkz—ﬂ-

ReSenje:

Ovo je alternativni red.
=0.

i. lima, =lim
na n-o N’ +1

ii. Dokazimo joS da nia, opada.

Uogimo funkciju f(x)=

5 X221
X +1

149



Racunarska matematika ITS - Visoka Skola strukovnih studija za informacione temologije

F@Qz(;:gz,F(@=Oc:x=il
BICEIEER
T Tz 11

Iz tablice vidimo da funkcija opada z&4, Sto zndi da i niz sa opStintlanom a, opada
za n=1, pa red konvergira po Lajbnicovom kriterijumu.

32 Z( )k+1 2(k+i)

ReSenje:

Ovo je alternativni red.

2n-1
1. lima, =lim =
n-oo neon(n +1)

2. Dokazimo jos da nia, opada.
2x-1

Uogimo funkciju f (x) = D)’ x=1.
(=22 )20, = Y3
(x+) 2
o | [ 1-V3) | (1-V3 1+3) | (1+4/3 _
L2 2 2 2
y - + -
y ] Z ]

|z tablice vidimo da za = 2 funkcija opada, odnosno n&, opada zan=2.
Dakle red konvergira po Lajbnicovom kriterijumu.
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10. FUNKCIJE DVE NEZAVISNO PROMENLJIVE

10.1 POJAM FUNKCIJA DVE NEZAVISNO PROMENLJIVE

Definicija

Neka su dati neprazni skupoii B, A =R?>, BCR ,R2 =R xR = {(x,v)lx = \y £R}.
Funkcija f: A4 —+ B, za svakdx.y) € A zove se funkcija od dve nezavisno promenljive ili
preslikavanje iz skupa u skupE .

Promenljivaz koja zavisi od promenljivite { v u oznaciz = f(x, v}, je realana funkcija dve
realne nezavisno promenljive.

Skup 4 = D(f) = R*, zakoje funkcija ima smisla, tj. za koje se moZedanati f (x, v) = =z
zove seblast definisanostili domen funkcije a skupB kodomenili skup vrednosti te
funkcije.

Grafik funkcijez = f(x, ¥) predstavlja skup takaM(x, v, f(x, v)) koje obrazuju povrs u
prostoru kao na slici.

Primer 1.
|
Odrediti oblast definisanosti funkcije 42 z=flxy)
z=/1—x?—y?
ReSenje:
Potkorena vrednost mora da jgae X o y
ili jednaka nuli, P(X.V.Z

- -
l—x~—y==0
¥+ v =1

Zakljucak je da oblast definisanosti date funkcijee sve take koje leZe u unutrasnjosti ili na
periferiji kruga x* + ¥~ = 1.
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10.2 GRANICNA VREDNOST | NEPREKIDNOST FUNKCIJE DVE
PROMELJIVE

Definicija

Funkcija z = f(x, ) tezi konanoj grani¢noj vrednosti B kadx tezia i ytezi b, ako za
proizvoljno unapred zadate>0 postoji brojé(¢)>0, takav da je ispunjeno slede

lx—al <dANy=bl=d=|flx.y)-B|<e¢

Ovo zapisujemo kao limz-a f(x,v) = B.

Definicija

Funkcija z = f(x.y) je neprekidna u t&i A(a.b), ako je
limz—a f(x,v) = f(a, b)

10.3 PARCIJALNI IZVODI | TOTALNI DIFERENCIJAL FUNK  CIJE
DVE PROMENLJIVE
Definicija
Parcijalnim izvodom prvog reda funkcijef (x, ¥) po argumentux u ta’ki A(a, b) naziva se
izvod u taki x = a od funkcije f(x,b) i ozna*ava se sa

fo(a)= ag;f = ]imx_,ﬁw

Parcijalnim izvodom prvog reda funkcijef(x, ¥) po argumentu y u t&i 4(a, b) naziva se
izvod u ta*ki ¥ = b od funkcije f(a,¥) i ozna*ava se sa

flay)—flak)
y—b

- Af(A) _ 4

}"_\. (A)= ‘;—\ = ]1111_,|,_,,5J
Parcijalni izvod u t&ki je broj.
Primer 2.

Naéi parcijalne izvode pe i po v funkcije z = 2y L+ 2x—3yL 6

a) U proizvoljnoj tatki (x, v) € R?
b) Utaki A(12)

ReSenje:

a) dzx.y) _ a9
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dz(x,v) -
— =223y — 3
ay iy
b) '5';" =3x°y*+2=3.1".27+2=14
d(A4) .
=2x%y—3=2-1"-2-3=1
dy

Definicija (totalni diferencijal)

Neka funkcija z = f(x,¥) utacki M(x,y) ima parcijalne izvode i neka su oni neprekidni,
tada se izraz

naziva totalni diferencijal funkcijez = f(x, v)
Primer 3.
Naéi totalni diferencijal funkcije z=x*y>*+2x—-3yL6

a) U proizvoljnoj tatki (x,v) € R”
b) Utaki A(1,2)

ReSenje:

a) dz(xy)= az((;; Y) ox + az(a>; Y) y = (3x2y? + 2)dx+ (2yx - 3)dy

) dx(2 Y3) c

X =1
y=2 y=2

) dzA=ZD 494D 4y (3 % 942
ox oy
dz(A) =14dx + dy
10.4 PARCIJALNI IZVOD DRUGOG REDA

Parcijalnim izvodima drugog reda funkcije = f(x, y) hazivamo parcijalne izvode njenih
parcijalnih izvoda prvog reda.

Od parcijalnih izvoda prvog reda mogu se formis&dea cetiri parcijalna izvoda drugog reda:

i(%j:a_zzz "(Xy) i% —a_zz—f"(xy)
ox\ox) oxz aylay) oy? ¥
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o (o) o
oy\ox) oxoy
Parcijalni izvodi

0(0z)_ 0%z
ox\ dy ) 0yox

fo(Xy)

fr(xy) i

o[z
ox\ oy

oy

22
0x

0%z
= =f" X,
0°z
= =f" X,

nazivaju se mesovitim parcijalnim izvodima drugeda funkcijez= f(x y) Od parcijalnih
izvoda drugog reda mogu se formirati parcijalniodvtreceg reda, itd.

NAPOMENA: Ako je funkcija z= f(x,y) dva puta diferencijabilna u t&i M (x,,Y,)
Tada je u toj taki f, (X, Yo) = f (X Yo)-

Primer 4.

Naéi druge parcijalne izvode (parcijalne izvode drugeda) funkcije

z=x*v?+2x—-3y+6

a) U proizvoljnoj ta&ki (x,v) € R*
b) Utaki A(1,2)

ReSenje:

a.) Kako je,

9z(x, y) 2,2
— 22 =(3 +2
w (Bxy* +2)

Analogno je

0Z(X\Y) _ (ound
oy (2yx’ -3

b.) Kako je,

to je

paje
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0%x.y) _ (Bx%y? +2) to je
0X

G (6xy2)xfl 6011 = 24,

0x>

X=2

i(az(ﬂ = (6x2y) = 61 (2= 12
oy\ 0x x=1

x=2

Analogno je

oxx.y) (2xy* -3) paje
oy

GZZ(ZA) — (2X3) = 2P = 2,

oy o

i(az(A)j = (6yx%) = B[R = 12
ox\ ay x=1

x=2

Primetimo da je i pod a) i pod k.. = f..
10.5 DIFERENCIJAL DRUGOG REDA

Diferencijalom drugog reda funkcijez = f(x, ¥) nazivamo diferencijal diferencijala prvog
reda te funkcije, odnosnd*z = d(dz).

Analogno se odrju diferencijali funfcije z viSeg reda, odnosnéedencijal n-tog reda je
diferencijal (n-1)-og reda funkcije(x y), odnosnod"z= d( d"™* 3.

Ako funkcijaz = f(x, ¥) ima neprekidne parcijalne izvode drugog reda tgdanjen
diferencijal drugog reda definisan formulom:

0%z 9°z 9°z
2_ _ 2 2
d°z= Fvl (dx)* +2 3x0y dxdy+ _6y2 (dy)

Primer 5.

Naéi diferencijal drugog reda funkcije  z=ax*y*+2x—-3y+ 6
a) U proizvoljnoj taki M (x,y) OR?
b) U taki A(12)
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ReSenje:

Kako smo u primeru 4. odredili sve parcijalne izeattugog reda imamo da je:

2
a) d?z=22 o'z (dy) = Bxy?(dX)? + 2 [Bx2 ydxdy+ 2x3(dy)?
0X oxd
2
b) d*z(A) = %(dx) aa;gj) dxdy+-——= 0° (A)Z (dy)? = 24(dx)? + 21 2dxdy+ 2(dy)?
X

10.6 EKSTREMNE VREDNSTI FUNKCIJE DVE NEZAVISNE
PROMENLJIVE

Definicija (minimum, maksimum)

Funkcijaf(x, ) imaloklani maksimum u tacki A(a, b) ako za sve tke (x, v) dovoljno
bliske ta&ki A(a, &) vazi:

fla,b) = f(x,v).

Funkcijaf(x, ) imalokalni minimum u taki A(a, b) ako je za sve tke {x, v) dovoljno
bliske taki A(a, b) vazif(a. b) < f(x,v).

Teorema (potrebni uslovi za ekstremum)
Ako funkcijaz = f(x, v) dostize ekstremum uda A(a, ), tada su prvi parcijalni izvodi u
tacki A(a, k) jednaki nuli ili ne postoje.
Tacke u kojima su prvi parcijalni izvodi jednaki nilline postoje sistacionarnetacke te
funkcije.

Teorema (dovoljni uslovi za ekstremum)

Neka je téka M (a. b) stacionarna tka funkcijez = f(x,v). Tada:
a) akojed”f(x,v) = f(a,b) < 0 onda jef(a, b) maksimunfunkcije f(x, )
b) akojed®f(x,v) = f(a,b) = 0 onda jef (a, b) minimumfunkcije £ (x, v)
c) ako jed”f(x,v) = f(a,b) menja znak pri prolasku krdz, b), ondaf(a, &) nije
ekstrenfunkcije f (x, v)
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Ovi uslovi ekvivalentni su sleéam :
Neka je:
3=

F=f,;[a,b)=ﬁ,

8%z _
E,'_:: f}_j_.(ﬂ,b) =C y

&z _ on _
H—ij__(ﬂ, IJ)— B.

Formirajmo izraz (determinanta) :
ﬂ="’; i A= AC — B
Tada :
a) ako jeA= 0 onda funkcija imakstremumu tacki M(a, b) ito :
maksimum ako jed < 0 (ili € < 0)
minimumako jed = 0 (ili € = 0)
b) ako jeA< 0 onda funkcijanema ekstremumau taiki M(a, b)
c) ako jeA= 0 onda pitanje postojanja ekstremumadkité¥!(a, b) ostaje

otovreno (potrebna su dalja ispitivanja)

Dakle, da bi odredili ekstremum finkcige= f(x, ¥) potrebno je prvo odrediti njene

stacionarne t&ke nalazenjem sistema jediaa

dz dz

Z-0nZ=0,

dx dv

a zatim za svaku od tih stacionarnibaka, primenjujai teoremu o dovoljnim uslovima za

postojanje ekstremuma, analizirati izraz :

A= AC — B°
Primer 6:
Naci ekstreme funkcije z=x%+3xy*— 15x— 12y
ReSenje:

Nadimo stacionarne tke date funkcije iz uslov;%\“i_ =0 ﬂ? = (1. Dobijamo sistem jedima

Z=3x7+3y2-15=0 = ¥ +)*—5=0
;
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Z-6xy-12=0 = xy-2=0

Ako drugu jedn&inu pomnozimo sa 2 i oduzmemo je od prve jédr@adobijamo da je
(x—y) =1=x—y=1vx—y=—1=x=y+1vx=y—1.

Sada za& =y + 1limamo iz druge jedinexy =2 = (y+1jy=2=y=-2vy=1

pa vr&ajwi u x = ¥ + 1 dobijamo da su stacionarnéka Mi(-1,-2) i Mx(2 ,1).

Analogno zax = y — 1 dobijamo joS$ dve stacionarne&ka M3(-2,-1) i My(1, 2).

Nadimo sada druge parcijalne izvode :

a’z

-=6bx=A4
dx=
af

f—6x=C
dye
a’z

=6y =D

dxdy Y

Za svaku od stacionarnihceka izr&unajmo izraz

A= AC— B = 36x" — 36y” = 36(x" — y*)

a) zaMy(-1,-2) A=36(1—4) =0 pa u njoj funkcija nema ekstremuma

b) zaMx(2,1)A=36(4—1) =0iA= 12 = 0 pa u njoj funkcija ima lokalni minimum.
Taj minimum jednak je vrednosti funkcije za x=241yi iznosi
Zmin=8+6-30-12=-28

c) zaMg(-2,-1) A=36(4—-1)=0iA=—-12 = 0 pa u njoj funkcija ima lokalni
maksimum. Taj maksimum jednak je vrednosti funkzgex=2 i y=1 i iznosi

Zmax= -8-6+30+12=28
d) zaMy(1, 2)A=36(1-4) =0 pa u njoj funkcija nema ekstremuma.

Primer 7.

Odrediti ekstremume funkcije = #* + 2y* —3xy + 3x— 5y

ReSenje:

Prvi korak je da se da prvi izvod po X i po y izjedrda sa nulom i tako odrede stacionarne
tacke, a zatim se odrede vrednosti (drugih parcijaimoda A, B, C) parametra D u tim

tatkama
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. Oz . 9 15
fe=5-=3"-3y+3=0 =3l —Cx——+3=04=
x 4 4
dz 3 g

j;'_=a=4_v—3x—5=i] =y=7x+7 1

= 12x —9x—3 =0 =24x’—-3x—1=0 =

1 17
x1=1 y1=2; Xp=—7, V2=,

Dakle stacionarne te suf1(1,2) i F2{]

fax = 6x A=6 D = AC — B?
feyp=—3;2aR(1,2)= B=-3 ={D =150 ; = funkcijaimaminimum
foy =4 c=4 A=6=0

Zminzfmin(X,Y):“]'-

U tacki P, jeD = AC — B* = —17 < 0 pa funkcija nema ekstrem.
Primer 8:

Odrediti ekstremne vrednosti funkcijef(x, y) = 4(x — y) — &> — >
ResSenje:

Potrebni uslovi:

¢ daf

(== 4-2=0 o = 2
f,._.=_=_‘1'_21|;"= S

¥ D"l};.- E

Vrednosti drugih parcijalnih izvoda su :

_ #FF-n

A—T:—E
B="L02 =0 [p=4c-B"=(-2)+(-2)-0=4>0 4=-2<0=
_&re-a)
c=2E2 -

Funkcija ima maksimungnx=1(2,-2) =8
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Definicija (uslovni ekstremum)

Uslovnim ekstremumom funkcijz = f(x, ») naziva se ekstremum te funkcije uz uslov
postojanja zavisnosti izrda promenljivih x i y, koji je dat jedri@om ¢ (x, v) = 0,

Da bi nasli uslovni ekstremum potrebno je da foamio takozvanu funkciju Lagranza:
Potrebni uslovi za postojanje uslovnog ekstremunesssode na sistem od tri jedéine gde su

nepoznate X, y4, dat sa :

8F _9f L 2% _
dx ax ax
aF _9f L 2% _
dy a; dv
@(x,y) =0

Iz ovog sistema jeddaa odrefuju se vrednost, y, 4, gde odgovarajte take (x, y)
predstavljaju potencijalne kandidate zé&kauslovnog ekstremuma.
Pitanje o postojanju i karakteru uslovnog ekstrermuntim t&kama reSava se izZ@navanjem

znaka drugog diferencijala Lagranzove funkcijenu t&tkama, gde je drugi diferencijal dat sa :
7 EJZF = EJEF EJZF 7
d“F(x,y)= Sz dx + Eﬁdxd_}? —E‘?dy
Pricemu su diferencijaliix i dv vezani relacijama :
dex,y)=0= gdr—gd}f =0idx” +dy* =0
Ukoliko je :
a) d°F(x,y) < 0ondaf(x,v) imauslovni ekstremumu tim ta&tkama
b) d*F(x,v) = 0ondaf(x, ) imauslovni minimum u tim tatkama
c) d°F(x,v) menja znak pri prolasku kroz teka onda one nisu ke uslovnog

ekstremuma
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11. DIFERENCIJALNE JEDNA CINE

11.1 POJAM DIFERENCIJALNE JEDNA CINE

Definicija: Diferencijalnom jednainom nazivase relacija koja povezuje nezavisno promenilji
X, nepoznatu funkcijuy = f(x) i njene izvodey, y ,[My" ili diferencijale (dy, d* yK , d™ y):

F(x,y,y,y,K ,9“))=0.

Redomdiferencijalne jednéne naziva se red najviseg izvoda (ili diferena)dtoji se
pojavljuje udatoj jednani.

Definicija: ReSenjem diferencijalne jedhiaenaziva sen puta diferencijabilna funkcija
y = y(X koja identki zadovoljava datu jedimu za svakox iz nekog segmentga, b) .

Resiti jedndinu zn&i odrediti takvu vezu izm@ promenljivih X i y, koja zadovoljava
datu jednainu.

Kako se se jedime obtno reSavaju integracijom , reSenjetsesto naziva integralom
diferencijalne jednéne.

Primer 1:
y'= cosx diferencijalna jedn@na prvog reda
y'+3y'+5y = cosx diferencijalna jedn@na drugog reda
Primer 2:
y'= cosx
dy _

—= =C0SX = dy= cosxdx< _[ dFI cosxdx ¥ sinx (
dx

Definicija: OpSte reSenj€opsti integral) diferencijalne jedéiae n-tog reda je svaka funkcija
oblika

y=¢(xG,GK,G),

odnosno

o(xy,G,GK ,G)=0,

gde suC,C,,K ,C, maiusobno nezavisne konstante.
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Definicija: Partikularno reSenje (patikularni integral) diferencijalne jedfine je svaka ona
funkcija y = y(x) koja se dobija iz opSteg reSenja te jedima za odgovarajie posebne
vrednosti integracionih konstanti. Konstante seijdpb iz takozvanih p&etnih uslova koje
zadovoljava data funkcija i/ili njeni izvodi.

U ovom poglavlju su obriene sledée diferencijalne jednacine:
a) DIFERENCIJALNE JEDNA CINE PRVOG REDA:
- Diferencijalna jedafina sa rezdvojenim promenljivim,
- Homogena diferencijalna jednéna,
- Linearna diferencijalna jedndina,
- Bernulijeva diferencijalna jedndina.
b) DIFERENCIJALNE JEDNA CINE DRUGOG REDA:

Linearna diferencijalna jedn&ina sa kontantnim koeficijentima homogenog tipa,

Nehomogena linearna diferencijalna jed@aa sa konstantnim koeficijentima

11.2 DIFERENCIJALNE JEDNA CINE PRVOG REDA

Definicija: Diferencijalnom jednénom prvog reda nazivamo jedinau oblika

F(xy,y)=0y=1f(xy),
odnosno ako se ona moze resiti pdobijamo tzv.normalni oblikdiferencijalne
jedn&ine:
y =f(xy).
u kojoj sux nezavisno promenljivay funkcija, ay' njen izvod.

Opste reSenje diferencijalne jedime prvog reda je

y=¥(x Q.
Partikularno resenje ove diferencijalne jetina je ono za koje je odreSena konstaita C; iz
pocetnih uslova:

y=¥xG).

Primer: Odrediti partikularno reSenje diferencijalne jeéina
y'= cosX,

ako je zax=0, y=y(0)=5.

Opste reSenje ove jedhae je y =sinx+ C.

Uvrstimo i patetne uslove dobije se:
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sin(0)+C=5=C=5,
pa je partikularno kenje:

y =sinx+ 5.

11.2.1 DIFERENCIJALNE JEDNACINE SA RAZDVOJENIM PROMENLJIVIM

Ako se diferencijalna jedidaa prvog reda moze napisati u obliku
g(y)dy= f(xdx
kazemo da se u toj jedsini mogu promenljive razdvojiti.

Integracijom obe strane jedfiae dobijamo da je:
Jg(y)dy:j f( ¥ dx+ C.

Ova relacija daje vezu iznde X, y i C, pa po definiciji predstavlja opSte reSenje
diferencijalne jedné&ne. Treba odrediti promenljivy kao funkciju odx.

Opsti oblik diferencijalne jedrtne prvog reda kod koje se mogu razdvojiti promniealje:

A B(Y dx A( ¥ B( y dy 0,

gde su: A(X), A(X, B(Y, B(y,, date funkcije, gde se uz uslay(x) # 0, B (y) # 0,dobije

de: —M dy, odnosno

A B(Y
AM - (B0 4, o
Fa &= Tgy ™

Ako se zada peetni uslov y(x0)=y0, odreiuje se konstantaC i njoj odgovarajde
partikularno reSenje koje zadovoljava dattgini uslov.
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ZADACI
Resiti diferencijalne jedrine:
1. xdx+ ydy=0.
ReSenje:
xdx+ ydy= 0 = xdx=-ydy
Integracijom [ xdx=[~ydy dobijamo: )(72:—L22+Cl = X¥+y=2G, ali kako je

X*+ y*=0, pa mora biti2C, > 0, pa moZemo staviteC, = C*.

Zn&i opste resenje date diferencijalne jetina glasix® + y* = C°.
To je familija koncentginih krugova sa centrom u koordinatnonttiu.

2. y':i,xio.
X

ResSenje:

X

dx X y
jﬂ: X
y Jx
Inly|=In|4+C,  uvedemo  smenu C,=InC,,C,>0,  dobijamo

In|y|=In|x+In C, odakle je|y|=C,|X.
StavimoC = +C,, pa dobijamo opSte reSenye= Cx.
Ove integralne krive predstavljaju familiju prawbje prolaze kroz koordinatni petak.

3. y'=2y*’x7°, akojexz0
ResSenje:

dy s 53 dy dx
——=2y°X° = — =200~
ax Y y R
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4. Odrediti ono partikularno reSenje diferencijalnérjgine (1+ xz) Y+ W1+ X = xy za

koje je y(0) =
ResSenje:

(1+x )gy— y( x—m)
ﬂ=x_mdx«:ﬂl= xdx  dx
y 1+ X y 1+ X {1+
J-ﬂ J- xdx

1+ % \/1+—X
In|y|:—In(1+x2)—I( \/—+Inq

|y| C, \/l+ X2 \/
X++/1+ X

C:

Odredimo partikularno reéenjae;CTEl = C=1=>

5. xy = y(1+ xcosX).

ReSenje:
xy = y(1+ xcos)é o yzm
Xt &y, ( +cosxj [
dx X y X
dy dx
— = — d(<:>
J' j . +J'cosx
Inly|=In|{+sinx+InG < In| y-In| = In G=sin X,
In C_)l/x =sinx - %(:es"‘x - y=Cxé™, C=* C
:ﬁ ako jex,y #0
@+ x?)xy =
ReSenje:
dy_ 1+y Y gqy=_ 9%

dx @+ ¥)xy 1+ y Y= x(1+x2)
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y B dx y 1, X
-[1+ y? Oly_'[X(1+ XZ) B '[1+Y2 dy—.[; o '[m @
%In(1+y2):ln|>4——iln(1+ x2)+|nC

In(1+ yz)(l+ xz) = 2( In|X+ In q) - In(1+ yz)(1+ xz) = In( X2C) o
(1+ yz)(1+ x2) =x'C,C’=C

7. y'=tg’xOg’y

ReSenje:
ﬂ/:tgsztg2y<:» dzy =t X dx= 0952'2 Y q Sirf x dx
dx to’y sin® y cog X
1—.SI2n2 Y qy= L coéxdx
sin’y cog x

j(sin12 y—ljdy=j( c01§ x_lj dx=

y+ctgy= tgx- x C

8. y=2y,y=0
ReSenje:
ﬂ:dx
2Jy
dy _
Pk
Jy=x+Ce y=(x Q'

Funkcija y =0 daje singularno reSenje jer se ne moze dobifp&tey.

9. 2X°YyW+y=2
ReSenje:
2 dx
22y + Y =2 T dy=-—
y -2 X
J =7
y -2 X

2 1 2 S
2Inly —4:;+InC® (y-2 =ce.c0
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Funkcijey = +/2 su singularna reSenja jedinze.

10. y +cosg( x+ 2y) = co§ x- 3), y(o):g

ReSenje:
y' +C0OSX COS¥/— Sirx sin®= cos cosg sk siry2

y' =2sinxsin2y - %/= 2SinX sin <
X

_dy = 2sin dx
sin 2y
J' _dy :stin&dx

sin 2y

_ 2siny cosy 29y
sin2y = = )

Y sify+cosy Htg’y
. 2t dt

tgy=t sin2y= ,dy=
gy=tsin2y=_—5 .dy=—"73

dt

1+t2_ . 1 dt_ .
I 5 —stmZ(dx@EIT—q'st}(dx@
1+t2

%|n|t|:—c052x+c - % Iftgy =~ cos x+ C

Za y(0) :%[ dobijamo%ln

tg’—j =-2cos0+ C = C= Zi partikularno reSenje glasi

%In [tgy| = —cos 2x+ 2

11. (xy+ X) dx=( Xy+ X+ §+1) d

ResSenje:
x(y+1) dx:( >€+1)( 3?+]) dy
y’+1 X
y+1 Ve

2
.[(y—1+y—+1j dy:J' x2X+1 dx

ax
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y7—y+2In|y+]|:%In(x2+1)+C
y?=2y+4In[y+1=In( ¥ +1)+ 2C,InG= 2C,G> 0
M@ y2_2y:|ng(xz+41)
(y+2) (y+1)

12. sinxsiny dx= cosx cosy dy
ReSenje:

y?-2y=In ,G=2G

sinyOI _ cosx

cosy sinx

J-smyoI _J-cosx
cosy sinx

InC =1In|sin X+ In|cosy
=|sinxcosy ,G=+C

C, =sinxcosy

dx

13. (y? + y+1) dx+ Y X-4) dy=0
ResSenje:

—%In|x|+%|n|x—2|+éln|x+q+ In C:—TZ3 arcth
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11.2.2 HOMOGENA DIFERENCIJALNA JEDNA CINA PRVOG REDA

Definicija: Jednéina y' = f()g y) zove sehomogenadiferencijalna jednana ako se funkcija
f(x, y) moZe predstaviti u obliku

f(x, y)=¢(%j.

Uvodenjem smene, tj pondne nepoznate diferencijabilne funkcijlé X) tako da je:

X |<
I
c

tj. Yy = Xu,

svaka homogena jed¥ina se moze svesti na jediau sa razdvojenim promenljivim.

Naime, kako jey' =u+ xu jedn&ina y' = ¢(ij se svodi na
X

u+xu=¢(u tj. xazqﬁ(u)—u,
j¢(3;_u: d_:: (#(u)-u=0),

dakle

f¢(3;_uzln|x|c

Ako je sada opSte reSenje= f(x, C), dolazi se do opSteg reSenja date homogene derna

y=xu=xf( % Q.

Ukoliko ne mozemo r& eksplicitno reSenje po promenljivoyl, tada se posle izvrSene

integracijeu zameni s ina taj n&in dobija trazeno resSenje u implicitnom obliku.

X
ZADACI

Resiti diferencijalne jednéine:
2
1. y= Y, (Xj .
X X
ReSenje:
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smena:X:u;u:u(x) y= ux=> Y= Ux L

X
Ux+uzut+t f = Ux 4 = U—%@%D 8
dx dx

J'—— = ——1—In|x|+|nC
u

y 1 X
u nC|xl X In Cx y In Cx

je opSte reSenje date diferencijalne jetime.

2. Xy =43%+ Yy +y.

ReSenje:
2
Xy =43X%+ V' + Yo )’/:‘/3+(%j +%/, %z 0
y

smena==u;u=u(x y= we y= Ux I

X
UX+Uu=+3+ U+ U= Ux=+3+ § @$Dx:\/3+ 5!

=In|¥+In G

j— o In‘u+ 3+u?

J-du
V3+u?

In‘u+ 3+U?

=InG|%, C=+G

U++v3+Uu =Cx - —+ /3+( j = CXe Y. 3%X+ ¥

je opSte reSenje date dlferencualne | etime,

3. 2xyy = X +3Vy.

ResSenje:
2xyy = X +3y |1 xy xy 0

2
2y :X_+3_y 2y’_l(+ﬂ/@ y—_1|:_&+_3[_}y
Xy Xy 2y 2 x
X
smena:X:u;u:u(x) y= ux=> Y= U |
X
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2
u'x:—+E«=» u _1+u «:»%Dx= I+
u ax 2u
% 2u
X J1+UP

In|x =In(1+u)-InC - In|>{:ln( yj InC - In|>|<C—InXZX2y2

¥ =XV L ery=GR e y= %(Cxl). c=% C

je opSte reSenje date diferencijalne jetime.

4 y':X+y
X=y
ResSenje
1+Y
y'=—x,u:X«=» y=UXe= Yy=U X L
-y X
X
. _1+u du_1+u dx_ 1-u
XU+ U=—— & X—=———Ue —= du=
1—u dx 1-u x 1+ ¢
In|xC > du- du
xo|= [ du-[

In|xC| = arctgu——ln(1+ Lf) = In Cx/1+ 4= arctg,C, =+C

Cl)( /—1+ é" ctgu q [—)% + arctg;

je opste reSenje date diferencijalne jeftima.

5. x*y’dx+ xyd y= 0.

ReSenje
2yPdx+ xydy=0 X y+ xdy— N V=0
d Yy x

X

smena:X:u;u:u(x) y= e Y= U |
X
2
L utUxtu=0o 2yt Mo+l
u u dx u

171



Racunarska matematika ITS - Visoka Skola strukovnih studija za informacione telmologije

dx udu 1
—_—=- = In|X=-=In(2u*+1)-In
X J‘2u2+1 o 4 ( ) G
1 1 1-CxX°
C x= - CX = = 2y + X= =—.
' 22 2y* + X2 Y X Y 2Cx%
472 +1
X

je opSte reSenje date diferencijalne jetime.
6. (x2 + yz)dx+ xXdy=0
ReSenje:

(x +y)dx+ Xdy=0- X+ y+ fdy 0 (;j + Y= C

smena:X:u; y=ux= y= Ux L
X

1+u*+Uux+u=0« Lj)@—( g+ u+1) - ZL:—E(
u-+u+l X
du _ dx du _ ¢ dx
_ju2+u+1_ _x:_J. 2 (/3 2=l T
[+ 42

2u+1_
arctg=—===Inx|+ InC
ey T

u+1_ 3 26 +1 R
arctg——= InC|q < arctg—2—= InC x

& -2 "l 7 G x,G=
arctgzy?x ﬁ InCx.

je opSte reSenje date dlferencualne | extime,

7. (x2 —3y2)dx+ 2xydy= 0.

ResSenje:
(x2—3y2)dx+ 2xydy= 02X aYs Y= G:>i+ 2y=
y x dx y
X
smena%:u u=u(¥ y= ux> ¥= Ux L
2 _
1—3u+2u'x+ 2u= 0= 2l x= u—E: 2Ux 1
u u u
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2 _ 2
u -1 @D(_u 1

= Uu'x= = =
2u dx 2u
J'dX .[ d(u2 l)
X

|n|x|+|ncl=|n\u -1, |u? —JijEq ,U?-1=Cx,C=£G= (= Cx1

2

%:cm: V= CR+ X

je opste reSenje date diferencijalne jefima.

8. (y+\/x2+ yz)d x= xd v.

Resenje:

(y+ X+ )dx- xd y

2 2
Y, /1+ y A /1+(_y) -
X x X X
smena—:u u=u(x y= ux> Y= Ux |
X

u+v1l+uw? = uUx+ u
Ji+u? =ux: u:?:\m U :%Dx
X

X

:>In x|+InC In‘u+ uz+1‘

J.x/1+u
XC=u+tV U +1= xC:%‘/(lX/j +1= CX= W4 9+ X

je opste reSenje date diferencijalne jetima.

9. (3x+y)y=x+3y.

ResSenje:
(3x+y)y= x+3y:>(3+zj y=1+ 37
X X
1+ 3 1+ 3
- x . dy_ X
y = = 2=
3+X dX 3+X
X X
smena:X:u;u:u(x) y= ux=> Y= Ux L
X
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, 1+ 1+ .+ 3-3- du % ¢
u'x+u= = Ux= -u= Ux = — X%
3+u 3+u 3+u dx 3+u
I 3+u 3J- udu
A B
= O(1- 1
(1—u)(1+u) 1—u+1+u‘ ( u)[ﬂ +u):>
1= A(1+u)+ B(1-u)
1
1= B B= A= B=—
u(t j+4=_i= = >
dx
= —I ="
|n|x|+|nc_§| u——| nf1- 7|
2 |1-
2
Ian:EIn%:InCx:—lln(lJru)4
2 (1-u) (1+u) 2 (1-u)
y
1+~
Ian=InLu2:>Cx: 1+u2,C— X Ce— Y
(1-u) (1-u)

X+ y:CX"(l—%J cxvy= d e Yo (

je opste reSenje date diferencijalne jefima.

10. xy = ylni.
X

ReSenje:

Xy = ylnz o y:lm—y.
X X X

smena:l =u,
X

u'x+u=

u'x=u(In u-1) =

d
o

I

y=ux= y= Ux L

unu= Ux uUn U+ u-
du :Q(
u(lnu-1)  x

t=Inu-1

g

du

I u(In u-1) {

N[+ C=In(Inu-1) = INGx=In(In u-1) -
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Cx=lnu-1le Gx+tl=Inue Cx1= Y - Y= g o
X X
y = xé*t,
je opste reSenje date diferencijalne jefima.
y
11. xy - y= >{1+ e‘J, xz0iy(l)=0
ReSenje:
y
y'—X =1+ ¢
X
smena:X:u; y=UxXx= y= Ux L
X
u+txd-u=1+¢€ = du _ Ox
1+e" X
" dt
1+e' =t,é' du= df d=—
t-1
G (L g
t(t-1 x \t-1 t X
t-1 t X
In t—_1‘:In|x|+InC - g1:|>4C<:» Link xG
t t t
€ = C.L PN = XCl u= nﬁ -
1+¢€" 1- xG 1-xC
X =In Xq y= X|nx—q
X 1-xC 1- xG
y N C 1
|z patetnog uslova dobijam@=10n—— = C==.
1-C 2
Partikularno reSenje glasgi= xlnzi
-X
12. xy'-y = xtg%
Deobom date jedime sa dz , dobijam(y'—% = tg% smenaz=Y = Yy=ZX=> Y'=ZX+2
X
y'—iztgiz ZX+ z—z:tgz:Ex:tgz:E:%
X X dx tgz z
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J'%d =|—=1In|sing =In|+Inc=sinz=xc= sinY = xc
sinz X
Ako je y[l—Tj =l=c -1
6 2
y X
Pa je partikularno reSenjsin P
13 xy-y= yIn%
Deobom date jedime sa dz dobijam(y'—l :Xlnl,
X X X
Smenaz = Y > Yy=ZX=> y'=7ZX+2Z
X
dz _ dx

dz
ZX+z-z=zlnz= Zx=zlnz=>=>—=zlhz=> =—
dx zlnz x

smena (Inz=t)Innz =Inxc=Inz=gx= z=e% = y = xe™*
Iz y(l)=e = c=1

14. x*y'= y(x +y)
Deobom jed&ine sax® dobijamo

2
y'—l :(Xj i uvodenjem smeneu —X: y=ux= y=ux+u
X X X
du , du_ dx
—X= —=—=-—=lhx+c=>-——=Inx+c=>y=
X u? X u o 2 y In|x +c

Ako je y(l)z%:c:—lnz
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11.2.3 LINEARNA DIFERENCIJALNA JEDNA CINA PRVOG REDA

Definicija: Linearnom diferencijalnom jedn&nom prvog redanazivamo jednénu
y+f(x)y= 9

koja je linearna u odnosu na funkcii(X) i njen izvod. f (x) i g(x) su zadate neprekidne
funkcije.

Teorema: OpSte reSenje linearne diferencijalne jeifima je:

y= e—If(x)dx|:I g( )9 éf(x)dxd - %
Dokaz

Predpostavimo da se reSenje moZe napisati u oliku( x) Of X . Tada jey’ = u'v+ uv. Ako
ovo uvrstimo u polaznu jedsiau dobijamou'v+uv+ f( Y U= d X

uv+v(u+ f(§ Y= d ¥
Ako pretpostavimo da je' + f (X) [L=0, imamouV = g( ¥).
Problem se svodi na re3avanje sistema jgideal’ + f (x)[w=0i uv = g( ¥ iz kojih
racunamou i v. Dakle:

u'+f(x)u=0

%=—f(x)dx

V:Ig(x) d" % g ¢

Resenje poy glasiy = e_If(X)dXU a( ¥ éf(x)dxd X C}

Napomena:lntegraciona konstanata sadrzi u sebi i konstantu koju smo dobili inte¢jcan
promenljiveu.
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ZADACI

Resiti diferencijalne jednédine:

1. y'+l =sinx
X

ReSenje:

Kako je f (x) :é, g(x) =sin( %)

y:e_jdxx(je[dxxsin X dx- Ca= 6“‘*‘(] W sin - x dx )3—-

ﬁ(j|x|sin x dx+ C)

Za x>0, dobijamo

sinx C
——(smx xcosx+ C)=- cosxt —— +—
X X
Za x<0, dobuamo
1 . sinx C sinx . C,
y =——(-sinx+ xcosx+ C)= - cosxt ———-—=— COStt——+—.
X X X X X

Iz ovoga primera vidimo da nije potrebno koristipisolutnu vrednost zato Sto sve promene
znaka apsorbuje integraciona konstanta.

sinx C
y——(smx xcosx+ C)=- cosxt —— +—
X X

je opSte reSenje polazne diferencijalne jédra

2. y+2y-(x*+2x)=0, y(0)=

Nlw

ReSenje:

y'+2y= X +2X
f(x)=2,9(x)=X+2x

‘ZX(J' & X+2) dw C)
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u=x+2x,du= 2 x+ 2 L
(%+230&-[( x)0® dx

Iex(%+2x) dx= dv= & dx \F%éx =E

u=x+1,du= dx 1 1 1
= —(y? 2 X _ — 1 X3 = &
dv:ezxdx\%éx 2(X+x)Eé2 SO €= 8

— ~2X l X — A2X 1
y=g (c+:1 & (2%+2 XI-3))— & GZ(Z k2 %9
je opSte reSenje polazne diferencijalne jédra

3. y+y=sinx

ReSenje:

f(x)=1,g(x) =sinx

y:e_IdXEE.[sianE[dxdx-k C%: ‘eXEEJ- esin ® % ﬂ:

2

{ ex(sinx—cosx)} C |, sinx- cosx
C+ ==+ 2 =27

{J-ex sin xdx=E (sinx- cosx)}

y=e’

e 2

je opste reSenje polazne diferencijalne jeédra
4. y' + ysin x= sinx.

ReSenje
f (x) =sinx,g( X = sinx

— —J'sinxdx[ . sinx dx }: SX ; O — t=-cosx =
y=e J.smea[ dx Q=€ Usm e d x ﬂ:_{dt:sinxdx je opste

- ecosxlie—coy + C} =1+ Ce&°*
reSenje polazne diferencijalne jedimee.

5. y'+ ylgx=sinx.

ReSenje:
f (x) =tgx, g( ¥ =sin x
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y= o o [E C+ jsin Va St % ,
_[tgxdx=— In|cosy;
y = e Eﬁjsin X g q: cos XEI sin B dx %

:costEJ. tox ok+ C}: cos<]] C- Iff cos}]

je opSte reSenje polazne diferencijalne jédra
6. xy-y=X.

ReSenje:

4 5
X C+X— = CX+L
4 4

je opSte reSenje date diferencijalne jetime.

7. xy+2y:é‘2.
ReSenje:
y’+2X=1ef‘Z
X X
2 1 .
f(x)==, == ¢
(¥)=2.9(9=>
20 e’ [ ?
Y=ejxd {J'e—e[xddﬁ C}: éz'”{fi g d x %:
X X

11ce, 1 . 11

—Mf—xdx+C|l==0[ x&dw C==0= &+

X [ﬁ[ X } X I q X |2 %
je opste reSenje date diferencijalne jefima.

8. xy—-y=xn x
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ReSenje:

,9(x) =1Inx

:e[idXE)EJ'In 5 %: efin 0&*d x ¢=
[Ejm—xdmc}_xtﬁcﬂr‘;x}

je opSte reSenje date diferencijalne jetime.

9. Yy [Binx- y[tosx=- cos x

ReSenje:
y ~ctgrCy =-S5 X
sinx
COF X
f (x)=—ctgx,g( ¥ = -
() =-ctgx,g(¥ = -
_e[CthdX[EC J.CS?ZZXX th% _[ctgxdx In| sin

n(sinx CO§ X In (sinx) _
y= é [EC J. sinx d % B

sinx[EC—J.ngx[—l_—ldx} =

SInX  SINX

. 1-sir? x . [0
sinx[(]C - dx| = sinx{j] C-
EE I sin’ x } [E ISirF
y =sinx[JC+ ctgx+
je opSte reSenje date diferencijalne jetime.

ol

10. (y+ x®sin x)dx— xdy=0
ResSenje:

(y+ X3 sin x)— xy'=0e y-Z=xsinx

X |<

f(x):—%, g(X) = ¥ sin x
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yze[dxx(.[e_fdxxfsin X dx- %: (] € 3sin xax Jo (k s xéx)e

{u = x, du= dx

_ :x(—xcosx+J' cosx dx+ (jz X- xcosx sinx ¢
dv=sin xdx, v=— cos

je opSte reSenje date diferencijalne jetime.

Ako je y(’—Tj=1:> c=2-1
2 Vg

Partikularno resenjg/, = x(g—l— XCOSX+ sinxj
/g
11. y'+ysinx = 2xe
ResSenje:
f (x) =sinx,g( ¥ = 2x&™>
—Isinxdx ésinxdx X x — cox % c
y=e 2[ X d¢ g= € (ZI e 8 xdx )@ és(Zj xdx)f:
ecosx ( X2+ C)
je opste reSenje date diferencijalne jefima.
12. y-xXy =1+ xy

ReSenje:
y'(x+ )(2)— y=-1

X+ X
dx+CJ=

X+ X
{I x(xi(rl) :j(—i—xéljdxﬂn x=In( x+1) = Inx—il}

| c-f et ad=X| o[22 gy=
X+ X x+1 x A x+1)

L C_I%j:_X(C+lj:Lc+i
X+1 X x*+1 x1

@__,
x
+ o
>$\)><
Qo
O
|
—_— +
o,
—
%
a8
|
|—\
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je opSte reSenje date diferencijalne jetime.
13. x°y + xy-8 X cos x= (
ReSenje:
y' o1 [y =8cog x
X

f(x)=%,g(x)=800§ X

y=e_IdXX(C+J'800§ ﬂé%x d%z ‘é“x( Gj 8coé X'¥ c)x:

%(C+8jx[d:o§ xd>§=71(( c il CZOSX d%:

%(C+4.[(x+ x(E0s 2¥) d>)=;1(( G+ 2%+ zjf xcostd)<:

u=x,du= dx 1 1
jxcostdxz 1 == @ian——J' sin2xa =
dv:c052xdx,v=§ sin 2 2
lein 2x+E cos X
2 4

1
X
je opSte reSenje date diferencijalne jetima

(C+2x2+4(§1xﬂ;in2x+zlr cosZXD:E+ X+ ZsinXF—1 cos®
X X

14.y' =2(2x-y), y(0)=1
ReSenje:
y +2y=4x
f(x)=2,9(X) = 4x
y:e'zf"x(c+4j xé* d%z 'éX( G4 * ()x:

u=x, du= dx

J'xezxdx= -1 xéx——lj' & dx:—; x?é——l %

dv= e&*dx v:% &l 2 2 4

= e‘zx(C+ 4(1 x& -3 éD = C&+2 x1
2 4
je opste reSenje date diferencijalne jefima.

Akoje y(0)=1=C=2
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Partikularno resenje jg, = 2 +2x-1
15. y'+2xy= X, y(1) =

ReSenje:

f(x)=2x,0(3)= %

ZJXdX( j)g ijdx % ( G‘j %(Xze a)(:
=X, du= 2 xdx
jxs’exzdx: ) 1 . 1 %éz—j x& d;c} 2xxze——1 e
dv= x& dx v:E <} 2 2 2
2

e* (C+1 2e -1 ézj = cef+ X1

2 2 2 2

je opSte reSenje date diferencijalne jetime.

Akoje y(1)=1=C=e
Partikularno reSenje je

N

— A X X
K
' osx T
16. y' + ylttgx=5 €, y(zj =-4

ResSenje:
f (x)=ctgx, of ¥ =5 &

y=e f“gx"x(msj g oo da: e @5 & B ¥x

1 COSX — 0X H t:COSX — SX —
smx(C+5I sin xd%—{j €°% sin de:{dt:—sinxdx}__ € }—

L(C _5|]3COSX)

sinx
je opSte reSenje date diferencijalne jetime.
Ako je y(’—;j =—4=C=1

Partikularno reSenje je

yp =—— (1- 5|]Ecosx)

1
sinx(
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17. y'cog x+y=1, y(0)=0

Rezultat:
—tox

y,=1-e€
18. xy + y= X + X

Rezultat:
yzl(x3+2x+ ng
4 X

11.2.4 BERNULIJEVA DIFERENCIJALNA JEDNA CINA

Na linearne jednane se svode i jeddme slozenijeg oblika, kao recimo tzBernulijeva
jednadina

y+f(x)y=9(¥ ¥ ,nON,n#0,n#1.
Za n=0 predstavlja linearnu jeddiau.
Za n=1 jedn&inu u kojoj se promenljive mogu razdvojiti.
Jedndina se svodi na linearnu deobom jegina say"

YL
VRV 9(x)

ako se uvede smeaa }-1 =y, gde jez= z( ¥ nova funkcija. Kako je
y

1
Z=(1-n—=—0y
-
jedn&ina postaje
ZI
—+ f (k=
et ()= o( 4
Z+(1-n) f(Y0z=(1- ) d X linearna.

Cije opSte reSenje nalazimo nat\mokazani nén.
1
U praksi jednéina se reSava udenjem smeney = Z1".

Vra¢anjem smene nalazimo opSte reSenje polazne difg@kerecjedndine.
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ZADACI

1. Odrediti ono partikularno reSenje difenencijalngngine xy + y+ xy =0 za koje je
y(1) =1.

ReSenje:
Ako datu jednainu podelimo sax # 0, dobijamo:
1
y+=y=-y.
X
Ovo je Bernulijeva diferencijalna jed¢ina.
Da bismo je resili, uvodimo novu funkcijp smenomy = z".

Odavde jey = -7 pa data jedn#na postaje

. 1. .
-Z?+= 7' == 2%,
X

odnosno posle deljenja s&™ # 0, dobijamo linearnu diferencijalnu jedfiau po z:

z'—1 z=1.
X

OpsSte reSenje ove jedhae je:
ax dx
< -5 % dxj
z:e[X C+lexdx= x G|—|= K GIn| |x,
o] %)= o
y :E, pa zamenom dobijamo opste reSenje date {@uma
z

y:;
x(C+In|%)

Kamuey@):waelzé:>C:1

pa je trazeno reSenje za zadattqtai uslov

o 1
x(1+In]¥)

2. Nadi opste resenje jedtime y' + y= Xxy.

ResSenje:
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L 1
y=2"°= y= z*4

_5 1 _5 1 _5
__Z 4z+ 24: Xz4| —— 4
4
Z-4z=-4x
z:e4X(C—4j xe* d}: CE&+ xl
4
) 1
Kakojey*=zz- y=+—,
ey y 7

opSte reSenje polazne diferencijalne jetima je:

y= J_r(Ce4X + x+%J ) , gde jeC proizvoljna konstanta.

3. xy-y=2yxnx y(1)=1.

ResSenje:
Deljenjem ove jednane sax# 0 dobijamo
y'—ly: 2y In x.
X
Uvodimo smenu
y=7'= y=-7?7%
pa dobijamo

-z2¥-=ut=27%In .

X |~

1
Z'+=z=-2In x.
X

Opste reSenje ove jedhae je
z:e_fdxx(c—zj I %: (e ¥n d )p%( ed h o);

u:Inx:du:%
_ X | _ X X, X X
J.xlnxdx— =—In x—J.—d Xx=—1In x=—.
2 2

dv=xdx=> v=—
2

N

X

2
Z=1(C— ¥In x+X7],
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2 -1
pa je opste reSenje date jetine y= 7" = { C- XIn XFXE] .

Akoje.y(1)=1, C=

1

>
1 Al

Y, = X > X In x+7J je partikularno reSenje diferencijalne jedine.

4. y+xy=xy’
ResSenje:
1 1 -3
smenay=z?2, y=—§ z2[z
1 3 1 3

~Zz27+ xz2= 72
2
Z—-2Xz=-2X
z:e‘z(c—zj e* xd)<: é( G ‘e‘):1+ Ck

vracanjem smene dobijamo opsSte reSenje je polaznesdifgalne jednéine.
1

y=—77—7—.
V1+ce’

2

5. y-9x’y= (x5 + xz)y5

ResSenje:

smena y=z3=2,y=30%2
3221—9>€£=( X+ >%) 2

smena

, 1
Z-3X z:§( X + )3)

= o e of= 6 o] ¢ xé e

3
z=C¢’ X
9

olN

X3

3
y= [Ce‘3 _3_3 je opste reSenje polazne diferencijalne jédrea
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Racunarska matematika

Ako je y(0)=0, C

3 3
Y, =(§ 3 —%——j je partikularno reSenje diferencijalne jedime.
6. X’y’+xy=y'
ReSenje:
y'-xy= Xy
1
smenay=2z2=7" y=—27*2
z+ xz=- X
z= e_{ C—j X 0e d%=
» u=x,du=2 xdx ® 2 F
parcijalna J'x?’Eez dx= © 2= X€ —ZI xé dx Xxe-2 %
dv=xe? dx += @&
i L« <
z:ez(C— Xe +2 é‘]: e - 2
je opSte reSenje polazne diferencijalne jédra
Akoje y()=1C=0
1 . . ..
Y, = o je partikularno reSenje.
1 1 2
1. y—; y—X ﬁ =0
ResSenje:
1
y->y=xy
1
L
y=z 2=7,y=2041%
1 E. 2

Zzz—lf:iz:» -— z
X 2X 2

(e e of=vF odf eV el Eut

1

z=¢&

1 2
y= (C\/?("‘g )gj
je opste reSenje polazne diferencijalne jeédra
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Akoje y(1)=0,C :—%

Y, :é\/}+é x je partikularno reenje.

8. xy+y=xYy
ResSenje:
y+-y=xXy
1 1 1 -8
y=27%=125%, y:—gmzsm
_8 1 _6
_EQSEZ_FE'ZS: X 75
5 X
7-27=-5%
X

9. y-y=xy

Rezultati4 = —x+ 1+ Ce™:
y 4

10. Yy - y= xy

Rezultay=————
1-x+Ce”*
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11.3 DIFERENCIJALNE JEDNA CINE DRUGOG REDA

11.3.1 LINEARNA DIFERENCIJALNA JEDNA CINA SA KONSTANTNIM
KOEFICIJENTIMA

Opsti oblik linearne diferencijalne jedtiae drugog reda sa konstantnim koeficijentima ima
oblik:

y'+ay'+by = f(x)

11.3.2 HOMOGENA LINEARNA DIF. JEDNA CINA SA KONSTANTNIM
KOEFICIJENTIMA

Ako je u opStem obliku linearne diferencijalne je¢ine drugog reda f(x) = 0, dobije se
homogena linearna dif. jed¢ina drugog reda:

y'+ay+by =0

Za dva partikularna reSenja ove jedina y; i Y», kaze se da obrazuju fundamentalni nsistem
reSenja (da su linearno nezavisna reSenja), akowkolicnik nije konstanta yy; # const.

Postupak reSavanja

Potrazimo partikularno resenje u obliku y=¢€“ gde je k- konstanta koju treba
odrediti.Sledi:

y'=ke*, y'=Ke*,

Zamenomy",y' i y u polaznu jedr@anu dobije se:
e*(k®? +ak+b)=0 kako je za korme vrednosti argumen€e€® 0 to je:

k’+ak+b=0 karakteristtna jednainalin.hom.dif.jend&ine sa konst.koef.

Oblik reSenja homogene linearne diferencijalne e drugog reda zavisi od reSenja
karakteristtne (kvadratne) jediae pa zato postoje tri slaja.

a) Diskriminanta D>0, ki i ko su realni i razléiti. Tada je reSenje dif.jedéiae:

y = qeklx + Czekzx

Primer 1 ReSiti diferencijalnu jed@au y"+3y'-10y=0.
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k*+3k-10=0,= k, = k=2, k,=-5, paje trazeno resenje:

—-3+/3F +40 N
2

y - quX + Cze—SX ]

b) Diskriminanta D=0, k;=k,=k, reSenja su musobno jednaka(dvostruko reSenje) i realna:

y=(C, +C,Xe”
Primer 2. Resiti diferencijalnu jedrianu  y"-2y'+y=0.
K%-2k+1=0, k=k,=k=1, pa je traZeno redenje

y=(C, +C,xe"
c) Diskriminanta D<0, ki 1 k su konjugovano kompleksnj,2ka =i 5.0blik res. je:

y =e™(C,cospfx + C,sinfx)

Primer 3  ResSiti diferencijalnu jedrianu y"+4y'+13y=0.
IC+4k+13=0, k=-2+3i, ko=-2-3i, tj, a=-2, =3, pa je reSenje date jedfiae:
y =€ ?*(C,cos3x + C, sin3x)

Za odréivanje vrednosti konstanti;G C,, zadaju se dva tzv, petna uslova iz kojih se
formiraju dve jedn&ne i odrede ove konstante.

11.3.3 NEHOMOGENA LINEARNA DIF. JEDNA CINA DRUGOGREDA SA
KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA
y'+ay'+by = f(x)

ReSanja ove diferencijalne jedim@e se nalaze prema teoremi (koju ovde navodimo bez
dokaza):

Opste reSenje linearne diferencijalne jedime drugog reda jednako je zbiru partikularnog
reSenja y te jednaine i op’teg reSenja odgovarage homogene jedidme Y.

y:yh+yp

Yp- partikularno reSenje koje zavisi od oblika fun&dix)
Vh — reSenje homogene jediree (f(x)=0).
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U tehnitkim sistemima koji se opisuju ovakvom jedimeom partikularno reSenje se naziva
prinudno. Isto tako prinudno reSenjg yma oblik prinude tj. oblik funkcije f(x).

1° sluéaj f(x) =P,(x)[€™, By(x)- polinom n-tog stepena. Partikularno reseaje |

Yy, = X'Q,(x) ™, gde je Q(x) — polinom istog stepena ka(xP
Razlikuju se dva oblika reSenja zavisno od togh gam-reSenje karakteriste jedndine:

a) m-nije reSenje karakterigtie jednéine, tada jex=0,

Y, =Qu(X) [&™

b) m-jeste koren karakterigtie jednaine, tada jex-stepen viSestrukosti tog reSenja,
Yo =XQ,(x) ™

Primer 4 Resiti diferencijalnu jediinu  y"+2y=x>+1.

U jedn&ini funkcija f(x) je polinom drugog reda pa partiitno reSenje mora biti oblika
polinoma drugog redg=a. xX*+a; X+ao. Prime&ujemo da jan=0, m# k , pa je ia=0.

Postupak reSavanja:
1-korak.

NaZemo homogeno reSenje jedire
y+2y=0
Ké+2=0,
k=2, ke=-i /2,
y, =C,cosV2x +C,sin+/2x

2-korak.

Trazimo partikularno reSenje u obliku polinoma doggreda(takvo je f(x))

Yo = aX +ax+a,

Yo = 28X+

Yo =28,

Ove vrednosti uvrstimo u zadatu nehomogenu gdna dobijemo:

Y, +2y, =X°+1

2a,+ 2(a,x" +ax+a,) = x* +1

2a,X* +2ax+2a,+23, =X +1

Izjedna&avanjem odgovaragih koeficijenata leve i desne strane jegina dobije se:
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2 =1
28, =0
28+2a5 =1

3.2:1, a; =0, a=0.
2

partikularno reSenje je:

1
Yo :EXZ

ReSenje date nehomogene diferencijalne j&dege:
y = yh + yp
y = C,cosv2x+C, sinv2x + %xz.

2° slucaj f (X) = a, cosnx+h sinnx

Razlikuju se dva oblika reSenja u zavisnosti ga = ni reSenje karakterigte jednaine ili
nije:

a) Y, =@(x) = C, cosnx+C,sinnx, * ni - nije reSenje karakterigtie jednaine,
b) Y, =#(X) = X(C,comx+C,sinnX), +ni- jeste reSenje karakteridtie
jedn&ine.

Primer 5. Resiti diferencijalnu jedrignu y"-6y+25y=2sinx+3cosx.

Opet je reSenje jednako zbiru homogenog i partikai@ y = y+y,
Ovde je n=1, a reSavanjem karaktetisti jednaine dobije se:

k> -6k +25=0
k,=3x4i =g+ [
y, =€ (Acos4x + Bsin4x)
Partikularno reSenje trazimo (posto je m=£ = 4) u obliku:
Yy, = C,cosx+C,sinx
yp =-C,sinx+C,cosx
y p = —C,cosx—C,sinx
Sve ovo uvrstimo u datu nehomogenu diferencijatamginu i dobcemo resenjegy
y"-6y+25y=2sinx+3C0OSX.
—C,cosx—-C,sinx+6C, sinx—6C, cosx + 25C, cosx + 25C, sinx = 2Sinx+3C0SX =
(6C, +24C, )sinx+ (24C, —6C,) cosx = 2sinX+3Ccosx =
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6C, +24C,=2
14 5

24C. -6C,=3 =C=—, C,=—
! 2 Y 102" % 10z

1 )
=—— (l4cosx + 5sinx
Yo 10z ¢ )

Y=Y tY, = e (Acos4x + Bsin4x) +1—g')2 (L4cosx + 5sinx)

Prime 6 Resiti diferencijalnu jedréinu  y +y -6y = (3—-4x)¢€*
ResSenje:
Y=¥%*Y,
1) Trazimo reSenje odgovaraj homogene jeddane,reSavajdi karakteristenu jedn.
k?+k-6=0 = k=2 k,-3 =
y, = Ge™ +Ce™
U polaznoj dif. jednéini je koeficijent u eksponentu m=1, a on nije rggekarakteristine
jedna’ine pa jea=0. Zbog toga partikularno reSenje ima oblik:

Y, = (ax+a,)e’
Y, = 8" +(ax+g)e =€ (ax+a +a)
Y, = @€' +(ax+a, +a,)e =€ (ax+2a, +a)
Uvrstavanjem ovih izraza u polaznu diferencijaladnainu i dele’i sa € dobije se:

e(ax+2a +a)) +e‘(ax+a +a,) —6e’(ax+a,) = (3—4x¢€"
- 4a,x+ (3a,-4a,)=3-4Xx= a=1 i a=0

Y, = X€'

Y=ty = Ce™ +Ce ™ +xe
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PRILOZI

TRIGONOMETRIJSKE FORMULE | IDENTITETI

1) sinx:E =cosy, cossz =siny, x+y=90C
c o
1 _a b B
tgx=——=—, ctgx=—,
ctgx b a c y
a
2) sin® x + cos” x =1, A X c
sin® x=1-cos X, b
cos’ x =1-sin® x a=csinx, b=ccosx
inx X
3) tgx = S : ctgx:C_O—S, tgx[ctgx=1,
COSX sinx
1
secx = , COsecx=——
COS X sinx
4) sinx = _ X COSX = _
+.,/1+1g°x +,/1+1tg°x
o _ ctgx
sinx = —, COSX = —F————
+y1ltctg®x + 1+Ctgzx

Adicione teoreme, funkcije dvostrukog i polovicnogla

sin(x = y) = sinxcosy  siny cosx sin2x = 2sinx[cosx

COS(X = y) = COSXCOSY 1 COSY COSX COS2X = €O X —Sin® X

_ tgxxtgy _ 2tgx
5 tg(xxy)=——"~ 6 tg2x =
) g(xxy) 11 tgxtgy ) g I-tg°x
ctgxct 1 2y, _
ctg(x p y) = SIXCIOM 2 Ctgz)(:ctg—xl
Cctgy* ctgx 2ctgx
X 1-cosx
sin— =%
2 2
X [1+cosx 1+cosX = 2coSx
7) Cos— =4
2 2 1-cos X = 2siAx
X 1 1-cosx
SN R ET
Ctg§ COSX
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Pretvaranje zbira i razlike u proizvod trigonomggkih funkcija

y

sinx+siny = 2sin X; y E:osx_ sinx[$iny = %[cos(x— y) —cos( + y)]

sinx—siny:ZcosX;yE'l;inx_y

cosx[tosy = 1[cos(x —-y) +cosi+ y)]
8) 2 9) °

COSX + COSY = 2cosX; Y gos*—Y sinx [tosy = %[sin(x +y) +sin(x - y)]
COSX — COoSy = —2sin X; y ($in X"y cosx[sinx = %[sin(x +y)-sin(x - y)]
d=aJ2 a y n
a 3P h= a\/é a0 - 2 ctga o
—
60° 45°
a a tga
2 7 X
a | 0930°| 451 60790°
wta
sina| O % g g 1
3n
cosal 1 E Q 1 0 2
2 | 2] 2
tga |0 g 1 (3 |
ctga | o V3| 1 g 0
sin(=x) = —sinx sinx =sin(x + 2kn)
COS(X) = COSX cosx = cos(x + 2k)
tg(—x) = —tgx tgx =tg(x +km)
ctg(—x) = —ctgx ctgx=ctg(x + kn)
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ANALITI CKA GEOMETRIJA U RAVNI- FORMULE

Y M2(X2 ,Y2)

Koordinate take i rastojanje dve &&e u ravni

Duz d i podela duzi u razmenmm:n =4

1) d= \/(Xz - X1)2 + (yz - y1)2

0
M2(X2 ,Y2)
-
M(X, y) , A=m/n, X =(¢+ixXp)/(1+4)
. Y F6hy:)/(1+)
Ma(X1y1)
Kordinate teziSta i povrSina trougla C(x3 ,y3)
B(X2.y2)
+X, + +y + h
2) T(Xl X2 X3 ’ yl y2 y3) A(X]_ ,yl) T(XT 1yT)
3 3
1
3) Pasec = E[X1(y2_Y3)+X2(Y3_Y1)+X3(y1_y2]
4)  PRAVA
Opsti oblik jednacine prave : M (X, Y2)
ax+by+c=0, v, '
Eksplicitni oblik jedna ¢ine prave: | t------------ .
y=kx+n Y2 | Ma(X2 ,Y2)
Segmentni oblik jedn&ine prave: yi |- : Ml(xl'_yl)

X ¥y_ >
m * n_ / X1 Xo X
Jednafina prave kroz tacku M(X1, y1):

Y=Y, =k(x=x)
Y=Y

Jedn&tina prave kroz dve taske y-vy, = W(x =X)
-
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Uslov paralelnosti dve prave: 1Kk, ili Zl b =0,
2 2
Cla by
Uslov da se seku dve prave: 0,
a2 b2

Uslov da sudve prave normalne:k; = _ki

2
' _ ko -k
Ugao izmdu dve pravetgg = ——;
1+kk,
Pramen pravih : ax+by+c, +A(a,x+b,y+c,)
ax +hy, +c

Ja? +b?

Rastojanje take M(x, y1) od prave ax+by+c=0: d =

Simetrale uglova izmdu dve prave
ax+hy+c ax+by+c,

5) KRUZNICA

znak £ suprotan ynaku ispred ¢

»
»

Centralna kruznica
x> + y2 =r? y [ M(x,y)

|
X

Opsti oblik jedn&ine kruznice

o X
x> +y’+dx+ey+f =0
(x=p)?+(y-a)* =r? }
X* +y* —2px-2qy+ p* +¢* =r*/ N

\

Uslov dodira prave i centralne kruznice i prave

r’@+k?*-n*=0,
Opsti uslov dodira kruznice i prave a ¢
r’(+k*)-(kp-q+n)* =0,
Jednaiina tangente na kruznicu u t&ki M, (x,,¥,)

(¢ = P(X=x) +(yy—a)(y—y,) =0 0
Za tangentu iz téke My van kruznice reSava se sietem jedire :

r’@+k*)-(kp-q+n)* =0, y, =kx +n
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